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Resumen

En este trabajo se relaja la hipotesis de crecimiento exponencial o
maltusiano de la fuerza laboral en el modelo de crecimiento de Solow,
mediante la consideracion de la posibilidad de emigracion. Se obtiene
una solucién en forma cerrada que describe la dinAmica de la econo-
mia en todo tiempo, y se contrastan los resultados con el modelo origi-
nal en el corto y el largo plazo. Los resultados muestran que las diferen-
cias son dramaticas en el corto plazo, pero desaparecen en el equilibrio
estacionario.

Introduccién

Por lo general, los modelos de crecimiento econémico hacen su-
puestos simples respecto a la dindmica que describe a la fuerza laboral.
En concreto, se adoptan dindmicas poblacionales de corte maltusiano o
incluso se postula que el tamafio poblacional permanece constante. Prac-
ticamente, no se exploran otras dindmicas para describir la evolucion de
la mano de obra en los modelos de crecimiento econémico. Por ejem-
plo, factores como la emigracién no suelen ser considerados. ;Qué es lo
gue se pierde y qué es lo que se gana al emplear este enfoque
simplificador? Aqui se pretende responder a esta pregunta en un caso
concreto: el que considera la posibilidad de que los trabajadores emi-
gren a otro pais o region; para ello, se hard uso del marco teérico pro-
puesto por Solow. De esta manera, se estudiard un modelo maés realista
para analizar el efecto que la emigracion tiene en el comportamiento
del Producto Interno Bruto (PIB) per cépita a corto y sobretodo a largo

1 profesor Interino en el Departamento de Métodos Cuantitativos de la Escuela Superior de Eco-
nomia del Instituto Politécnico Nacional.
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plazo. Cabe sefialar que el propio Solow (1956) ensay6 en su articulo
pionero, una dindmica poblacional variable ad hoc, para destacar la po-
sibilidad de escenarios alternos al estado estacionario no trivial, Gnico y
estable, que es la norma al dia de hoy. Aunque Solow no tuvo la inten-
cién de generalizar su modelo o hacerlo maés realista, la modificacion de
la hipo6tesis de comportamiento maltusiano en la dindmica laboral, daba
lugar a un resultado inesperado: la presencia de dos puntos de equili-
brio en lugar de uno solo, con caracteristicas de estabilidad dinamica
contrapuestas?.

Por otro lado, el tratamiento clasico de la migracion3 ha sido el
desarrollado por J. Harris y M. Todaro (1970), quienes encontraron que
la causa fundamental de la migracién del campo a la ciudad no son las
diferencias salariales sino las diferencias en el ingreso esperado; sélo
que dicho estudio estaba dirigido méas bien a la migracién del sector
rural al sector urbano, no estaba enfocado en ampliar el modelo de cre-
cimiento de Solow como se estd considerando en este articulo.

En el trabajo de P. Robertson y S. Wellisz (1977) puede encontrar-
se la extension quiz& mas sencilla posible de la dinamica laboral median-
te la incorporacion de un término de migracién laboral, en el marco de
un modelo neoclasico de dos sectores: uno agricola y otro urbano:

L,=nL-M

L,=n,L,+M

Donde M es el nimero de migrantes de un sector a otro, n; es la
tasa de crecimiento natural y los subindices a y u, indican el sector co-

2 En realidad, fue Haavelmo (1956) quien previamente ensay6 una amplia variedad de posibilida-
des en la modelacion de la dindmica del ingreso, capital y mano de obra. Su trabajo sirvié de base al
modelo de Solow, pero carecia de un marco conceptual firme y suele considerarse como un ejercicio
exploratorio de las posibilidades de modelacién, més que el desarrollo de teorias concretas.

3 por migracién se hace referencia a dos situaciones posibles: la de emigracion, que implica la
salida de connacionales al exterior; y la inmigracién, que se refiere a la llegada de extranjeros para
integrarse a la mano de obra del pais. En este trabajo, se aborda Unicamente la emigracién, E, pero
el tratamiento matematico que incluye a los inmigrantes, es el mismo que el desarrollado aqui
(bastaria con cambiar M=E-I en lugar de E, donde M e | indican: niimero de migrantes e inmigrantes,
respectivamente).
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rrespondiente (agricola o urbano, respectivamente). El objetivo de di-
cho trabajo estaba dirigido al anélisis de la brecha salarial existente entre
sectores, y en el desarrollo del mismo no fue necesario determinar ex-
plicitamente el estado estacionario de la economia, mas bien éste se
analizé de forma gréfica. De manera que, aunque se realiz6 un relaja-
miento de la hipotesis de crecimiento laboral maltusiano mediante la
consideracion de migracion, este tema no era el punto central de la
investigacion y no se obtuvieron trayectorias temporales completas ni
una expresion explicita del estado de equilibrio.

Un comentario especial merece la presentacion que R. Barro y X.
Sala-i-Martin (2003) hacen sobre el impacto de la migracién. En reali-
dad, estos autores presentan una investigacion anterior debida a J. Braun
(1993), en la que se analizan los efectos migratorios pero considerando
fundamentalmente que la migracién también implica la movilidad de
capital humano, siendo esta movilidad de capital més relevante en el
analisis. En éste articulo no se estd en desacuerdo con ensayar esta aproxi-
macion; sin embargo, dicha linea de investigacion se aparta de lo que es
nuestro punto de interés: las implicaciones de la eleccion del comporta-
miento laboral en el modelo de Solow, sin efectos asociados como la
movilidad o no de algunas formas de capital.

Una reciente aportacion en la linea de investigacion que si se esta
considerando es el trabajo de P. Pieretti y B. Zou (2007), quienes realiza-
ron una extension a la version solowiana del crecimiento, mediante el
analisis de una fuerza laboral agregada en la que se permite la emigra-
cion. Estos autores exploraron el papel que juega la elasticidad de susti-
tucién entre mano de obra calificada y no calificada, como determinante
de las “fugas de cerebros” y su impacto en el crecimiento econémico del
pais de origen. En concreto, Pieretti y Zou consideraron una poblacion
consistente de trabajadores no calificados, N (con tasa de crecimiento
exogena n=0 , y que no emigran), y de trabajadores calificados, R (con
potencial de emigrar). Los autores denotan por E el flujo de emigra-
cion. La tasa natural de crecimiento de la mano de obra calificada esta
dada de forma exégena por n;. La dindmica de la mano de obra califica-
da se expresa como sigue: R‘=nRR—E, por lo que la tasa de crecimiento
de la fuerza laboral calificada esta dada por:
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R E
R R

Ademads, se asume que la fuerza laboral comblnada estd gobernada
por la siguiente funcion tipo CES: L=[bR-#+(1-b)N-F]" zr con —1<f3<co,
donde B es el pardmetro de sustitucidn. Pieretti y Zou encuentran que
hay formas de evadir la estabilidad asintGtica tipica del modelo de Solow y
ello depende del grado de sustitucion entre las formas de trabajo, por
consiguiente los patrones temporales del ingreso per cépita varian al ex-
perimentar “fuga de cerebros”4. Tanto esta investigacion como la desarro-
llada por Robertson y Wellisz son antecedentes directos del trabajo que se
realiza en este articulo.

El marco teérico de Solow

Sea Y=Y(t) el ingreso o produccion agregados, K=K(t) es el stock
de capital, C=C(t) es el consumo e I=I(t) es la inversion bruta. Se supo-
ne que todo el ingreso se dedica al consumo o al ahorro (y que el aho-
rro es igual a la inversion)s:

Y(t)=C(t)+I(t) 1)

Se supone también que la variacién del stock de capital K(t) es
igual a la inversion bruta menos la depreciacion del capital:

K(t)=1(t)—8K(t) )

Se denota a L=L(t) como la fuerza de trabajo o mano de obra, y se
asume que crece a una tasa constante a>0. Asi, establecemos su tasa de
crecimiento como:

n (t)— —= (3)

4 Aungue cabe sefialar que no es modelada la emigracién por parte de los trabajadores no
calificados.

5 Simplemente se trata de la condicién de equilibrio del mercado de bienes. Solow toma la
ecuacion (1) de la macroeconomia basica, pero dicha expresion también puede obtenerse a partir
de microfundamentos.
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Sea Y=F(K,L) una funcion de produccién neoclésica. Si k=KIL,
y=Y/L, y c=C/L son el capital, el ingreso, y el consumo per cépita, se
tiene ques:

Y _ ), F<(t)+ K(t)

L@~ LO  LE) L) (4)
es decir:

_ _ K(t)
y(®)=f(k(t))=c(t)+ W+5|<(t) ©)

Por (1), se sabe que: y(t)—c(t)=sy(t), donde 0<s<1. Por otro lado,
notese el vinculo entre las tasas de crecimiento’:

k(0
_ r‘k(r) (®)

De esta forma, si se sustituye (6) en (5), se tiene:

k=sf(k) —[ n(t)+5]k (7
k=sf(k) — (a+8)k (8)

Esta es la ecuacion fundamental del modelo de Solow, con la cual
se esta en posicion de hacer las preguntas importantes; por ejemplo,
¢como evoluciona en una economia el PIB per céapita, y=f(k)?

Para responder esa pregunta se utiliza la Figura 1, en la cual hay
dos curvas: la primera representa la inversion realizada por trabajador,
sf(k); la segunda curva indica la inversion de reposicion, i.e. la inversiéon
requerida para mantener constante el capital k8. La diferencia entre es-
tas dos curvas indica la variacion en k=K/L. Considere una economia
que inicia en k,<k*. Debido a que en k, se tiene sf(k)>(a+d)k = k>0
hasta que k=k*, y en la coordenada k* se verifica: sf(k)=(a+0d)k = k=0,

6 Al término k=K/L también se le interpreta como el grado de industrializacién o de mecaniza-
cién de la economia.

7 Obtenido a partir de la aplicacion de propiedades logaritmicas en k=K/L y la posterior deriva-
cién con respecto al tiempo, mas un despeje adicional.

8 A las curvas de inversion realizada y de inversion de reposicion, también se les suele identifi-
car como curva de ahorro y curva de depreciacién ampliada, respectivamente.
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es decir, el capital por trabajador permanece constante. Este punto k* es
el denominado estado estacionario. Analogamente, si k0>k*:>f<<0 has-
ta que k=k". Asi, el diagrama de Solow muestra el valor en estado esta-
cionario del capital por trabajador, k*, a partir del cual se derivan las
demaés variables del modelo f(k")=y"sy*,(1-s)y*=c™®:

inversion
A
(a+dk
sf(k)

Ko k

Figura 1. Diagrama de Solow
La dindmica maltusiana

Si empleamos una funcién de produccion especifica, por ejemplo
la de Cobb-Douglas Y=K«L1-« tal que y=k, y hacemos uso del factor de
Bernoulli para linealizar la ecuacion fundamental de Solow, ecuacion
(8), entonces podemos obtener una solucion cerrada para el capital y
por ende para la produccion per cépita:

a
T-a

y(t)= [S_ + [ K, - S_)e “H‘)(""””] (9)

a+o a+o

9 para detalles adicionales sobre este modelo se sugiere la lectura del capitulo uno de Barro y
Sala-i-Martin (2003).
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Que en el largo plazo, origina la siguiente expresion de estado
estacionario:

] = (10)

Luego, podemos utilizar estos resultados (ecuaciones (9) y (10))
para su comparacidn con otras tasas de evolucion laboral. Para empezar,
recordemos los seis supuestos en los que se basa el modelo maltusiano
de crecimiento poblacional:

limy()=y= [a+ .

1. El espacio es ilimitado (no hay restricciones en el espacio que ocu-
pa la poblacion).

2. Los recursos son ilimitados (es decir, se asume la ausencia de res-
tricciones en alimentos, fuentes de energia, etc.).

3. El medio es homogéneo (los recursos estan distribuidos de mane-
ra homogénea).

4. La poblacién esté aislada (en el sentido de que no hay depredadores
ni tampoco parasitos).

5. La poblacion esta cerrada (no hay emigracién ni tampoco inmigra-
cion).

6. La poblacién es homogénea (los individuos son indistinguibles entre

si).

De manera que las consecuencias del modelo de Malthus, sélo
son aceptables si se cumplen las premisas anteriores. El problema es
gue es muy dificil encontrar en la realidad ejemplos que verifiquen los
supuestos anteriores (quiza las bacterias en un vaso de Petri y eso du-
rante un lapso breve nada més). Por mucho, la poblacion humana no
verifica el escenario maltusiano, de manera que se vuelve necesario un
modelo de crecimiento econdmico que incorpore una dindmica
poblacional més apropiada para describir la poblacién humana y por
ende la laboral, pues se asume que la segunda es una fraccién de la
primera y hereda su dinamica.

De esta forma, si se relajan algunos supuestos (uno por cada vez) se
obtienen diferentes dindmicas poblacionales, que de hecho pueden ser
mas complejas pero también mas realistas, en particular para poblaciones
humanas. A continuacién se hace un esfuerzo en esta direccion.

97



Solucién en forma cerrada del modelo de Solow con emigracién
Eduardo Macario Moctezuma Navarro

Crecimiento exponencial con emigracion

Si se relaja el quinto supuesto, es decir si se plantea ;qué pasa
cuando se toma en cuenta la migracion laboral que sufre la economia,
de manera que la trayectoria temporal de la mano de obra esté regida
por (11) y ya no por (3)? donde:

. L E

lL=aL-E=n(t)=—=a- — (11)

L L

y a, E > 0 tal que E es el parametro que representa la emigracion,
por ejemplo el flujo migratorio de mexicanos a Estados Unidos de Amé-
rica (si dicho flujo es constante). Sustituyendo la dindmica demografica
(11) en la ecuacion (7), y usando y=ke, se obtiene una expresion mas
complicada para la produccién a corto plazo:

1’ S(Loa 1) Loa —a
1 se -at E Loa S E

t — + + kl—a___ e—(5+a)t

y( ) o+a ( E ) 0 o 6+a

L,a
—0%_1 Heat
(#)

Pese a ello, en el largo plazo, los perfiles estacionarios guardan
una relativa similitud, pues?o

_s ¥ LzE/a
o+a

limy(t) =y'= (12)

0

(i)m si L,—E/a

Con lo cual, se puede concluir que aun cuando a corto plazo si
existen diferencias entre el modelo de Solow cuando la poblacién tiene
0 no en consideracion a la emigracién, tales diferencias desaparecen en
el largo plazo, pues ambos modelos convergen a estados estacionarios
similares. llustramos estos resultados en las Figuras 2 y 3 (en las simula-

10 En (12) se incluyo el caso Ly=FE/a sdlo para cubrir todos los escenarios posibles, pero en
realidad dicha situacién corresponde a una poblacién constante, por lo que su importancia es
secundaria para nuestro objetivo.
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ciones correspondientes se han utilizado: «=0.4, s=0.16, a=0.02,
6=0.04, k,=1, L(0)=L,=20).

MODELO DE SOLOW CON Y SIN EMIGRACION
21

1.8 -

—m—Con emigracion, E=0.2

Sin emigracion
15 e g

1.2

0.9 4 . . . . : :
0 30 60 90 120 150 180 210
Figura 2. Contraste inicial entre el modelo de Solow original y el modelo con emigracién.

EFECTO DE LA EMIGRACION EN EL MODELO DE SOLOW

2.1 -

1.8 1

—@—Sin emigracién

Con emigracién, E=0.05
——Con emigraciéon, E=0.20
+Con emigracion, E=0.30

1.5 1

1.2 4

0.9 + T T T T T T T T T T

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
tiempo

Figura 3. Laemigracion afecta el corto plazo, pero no al estado estacionario de laeconomia.
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Un aspecto adicional a destacar, es el hecho de que en la medida
que la emigracion se incrementa, en el corto plazo pueden alcanzarse
niveles mayores de PIB per cépita respecto a los del estado estacionario;
sin embargo, aun en esos casos dicho efecto no es permanente y el PIB
per cépita converge a su valor de equilibrio, como se muestra en la Figura
3. Por supuesto, no es una buena idea pensar en la emigracién como un
mecanismo para alcanzar valores mayores en el PIB per cépita, aunque
sea por un plazo corto de tiempo; y la razén es simple: la poblacion pue-
de soportar ciertas tasas de emigracion pero no cualquier tasa, en concre-
to, para que la poblacién sea nula basta con que L,<E/a y transcurran.

1 E
t=—1n|—— 13
a (E—aLOJ (13)

Medido en afios o periodos de tiempo. Asi, el aumento discrimi-
nado del parametro E conduce en determinado momento a la desapari-
cion de la mano de obra; luego, por el supuesto de esencialidad de los
factores, no habra produccion si uno (o ambos) de los factores produc-
tivos (capital o trabajo) es nulo; por tanto, si se propicia que la emigra-
cion sea alta para alcanzar un mayor PIB per capita, puede presentarse
un escenario contraproducente en el que la poblacién desaparece y no
habra produccion en la economia.

Conclusiones

Por mucho tiempo, un patron maltusiano en la dinamica
poblacional laboral, ha sido piedra angular en las teorias del crecimien-
to econdmico. Por lo general, se evita la incorporacion de modelos
poblacionales més complejos pero también mas realistas. En este traba-
jo se ha obtenido la trayectoria temporal completa de una economia a la
Solow con emigracion y se ha contrastado con el modelo original
maltusiano, con la intencidn de avanzar en la incorporacion de modelos
demogréficos més apropiados para las sociedades humanas.

Lo que se muestra en este trabajo, es que al elevar la complejidad de
la dinamica poblacional via la introduccion de un supuesto mas realista
como la emigracidn, se obtienen resultados marcadamente diferentes en
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la trayectoria a corto plazo de la economia, pero también se muestra que
las diferencias desaparecen en el largo plazo. Esto es, aunque en un senti-
do estricto la mecanica del crecimiento econémico es distinta, sigue sien-
do muy parecida a la version sin emigracion, sobretodo en el largo plazo.
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