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BASES DE MEDICION E HIPOTESIS DE COMPARACION
EN DECISIONES COLECTIVAS Y MULTICRITERIO

Leobardo Plata-Peérez*

RESUMEN
Partiendo de una revision del concepto de racionalidad que aparece en los
modelos clasicos de decision individual, se examinan la racionalidad
transitiva y sus debilitamientos. Se analiza la conveniencia de usar como
base preferencias o funciones de eleccion. Se plantea el problema de
agregacion de preferencias de la teoria de la eleccion social, seialando los
resultados de imposibilidad de Arrow y de Gibbard-Satterwhite. Con base
en esto, se profundiza en el concepto de medicion analizando las diferentes
escalas de medicion de una estructura empirica. Se caracterizan las posibles
formas de clasificar la informacion cuando se asumen distintos supuestos
de comparacion entre mediciones individuales. Esto se logra estudiando
las particiones del conjunto de perfiles de mediciones de criterios. El trabajo

hace referencia indistinta a problemas de decision multicriterio o a problemas
de eleccion colectiva.
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1. Introduccion

Los individuos y las sociedades enfrentan siempre problemas de decision en
diferentes entornos. Los conjuntos de alternativas por valorar pueden ser sencillos
o complejos, con estructura o sin ella. Las restricciones enfrentadas pueden ser
también muy variadas. Un elemento muy importante que debe tenerse en cuenta
tiene que ver con la informacion disponible en el momento de tomar la decision.
Lapropia percepcion y la calidad de la informacion tendran que ver con la calidad
de la decision. Las consecuencias de las decisiones pueden ser de poca o mucha
trascendencia, y van desde la de un individuo que decide qué ropa interior usara
durante el dia hasta la de un presidente que decide entre empezar o no un
bombardeo aéreo contra otro pais. Otros ejemplos de problemas relevantes donde
es imprescindible tomar muy buenas decisiones son los de asignacion de recursos
escasos, que aparecen en diferentes contextos: provision de bienes publicos, uso
racional de recursos no renovables, problemas de contaminacion, problemas de
desarrollo y crecimiento urbano, problemas de pobreza y desigualdad. En todos
estos casos interesa llegar a asignaciones viables que satisfagan criterios minimos
de eficiencia y justicia, que no siempre son asequibles sin controversias. También
aparecen problemas relacionados con elecciones colectivas donde, conociendo
las preferencias de los votantes, se intenta elegir a los representantes que mejor
reflejen los gustos de los votantes. En este caso el problema esta vinculado al
diseno de instituciones que vigilen o pongan en practica el “contrato social”. Hay
también problemas de eleccion de un proyecto para realizar una determinada
obra. Puede haber diferentes criterios para evaluar los proyectos a nivel individual,
cada criterio ordena de distinto modo los proyectos, pero al final hay que decidirse
por uno solo de ellos. Las decisiones que se toman pueden ser de caracter
eminentemente practico como quiza sea el caso de muchos problemas de ingenieria
o de eleccion de cartera, pero también pueden ser de mera especulacion sobre
posibilidades tedricas, como en el caso de algunos modelos de la teoria economica
o laciencia politica. Podriamos aventurar que los problemas anteriores comparten
un esquema formal comun. Se tiene un conjunto de alternativas sobre el que
hay que tomar una decision, pero el conjunto es jerarquizado de distintas maneras
por diferentes criterios o preferencias individuales.

Uno de los propdsitos de este trabajo es presentar de manera unificada los
problemas de agregacion de preferencias individuales y de decision multicriterio
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enfrentados por un centro de decision cuando éste dispone de diferentes criterios
para jerarquizar las alternativas viables. El primer problema nace documentado
con la famosa paradoja de la votacion de Condorcet (1785) y es tratado de
manera rigurosa con la fundacion académica de la teoria de eleccion social a
través de la obra Social Choice and Individual Values de Kenneth Arrow (1951).
Esta teoria ha tenido un gran auge y ha desarrollado ya campos muy especializados
con problemas especificos de eleccion colectiva, sobre todo a partir de la aparicion
de Colective Choice and Social Welfare, de Amartya Sen (1970). La obra de
Sen ha tenido gran repercusion en la ciencia politica y la filosofia moral, ademas
de la que tiene en la teoria econdomica, su campo de origen.! El problema de las
decisiones multicriterio tuvo su origen en situaciones de decision provocadas por
la necesidad de elegir entre proyectos alternativos, asi como en conflictos de
empresay en el campo de la ingenieria. El origen mismo de la problematica ha
motivado los desarrollos posteriores, concentrados basicamente en la busqueda
de soluciones pragmaticas mediante algoritmos eficientes. Esta busqueda suele
realizarse con algun criterio del centro de decisiones en el conjunto de soluciones
Pareto eficientes. La teoria de eleccion social se centra en el universo abstracto
de las posibilidades o imposibilidades de reglas de eleccion colectiva que satisfagan
criterios razonables. El método es entonces de cardcter mas axiomatico que
algoritmico. Personalmente sostengo que el problema estudiado es el mismo,
aunque con Opticas diferentes pero complementarias. Seria muy provechoso hacer
un balance para aprovechar esta complementariedad en ambos campos.

Este trabajo concentra su atencion en los fundamentos de la modelacion
del problemay en el papel del uso de mediciones numéricas como vehiculo para
llegar a la decision final. Iniciamos haciendo un breve analisis sobre el concepto
primitivo para modelar la decision individual o, de manera equivalente, sobre la
representacion de la informacion proporcionada por un criterio individual. Es
muy comun asumir mediciones numéricas para ambos casos, pero no tendria por
qué ser asi siempre. Examinaremos brevemente la conveniencia de tomar como
concepto primitivo las preferencias sobre alternativas o las funciones de eleccion.
En la seccion 3 hacemos una introduccion a la literatura de la teoria de eleccion

! Para una panoramica de la obra de Amartya Sen hasta el momento en que recibe el premio Nobel
de Economia en 1998, puede consultarse Plata (1999).
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social, sefialando en forma somera el significado y alcance de dos de los resultados
centrales: el teorema de imposibilidad de Arrow y el teorema de Gibbard-
Satterwhite. Ambos resultados nos llevan a una imposibilidad 16gica de disefiar
reglas de eleccion colectiva o métodos generales de toma de decisiones multicriterio.
Los resultados nos dicen que s6lo un criterio prevalece o que un individuo, el
dictador, decide por toda la sociedad. Esto se debe, en gran parte, al esquema
universalista y al uso de informaciéon meramente ordinal y de ausencia de
comparaciones que prevalece en las hipotesis de los entornos modelados por los
teoremas. Entre las posibles salidas a los resultados negativos esta la de incorporar
supuestos sobre una mayor precision en la medicion, de cada criterio o preferencia
individual, y en los supuestos sobre comparaciones admisibles entre las diferentes
mediciones. Abordamos esto en la seccion 4, haciendo una revision de los tipos
de escala de medicion y su significado. Finalmente, en la seccion 5 comentamos
un resultado que nos permite clasificar las comparaciones l6gicamente posibles,
entre las diferentes mediciones individuales, para el caso en que las escalas
individuales permiten hacer comparaciones de diferencias entre las alternativas.
Cuando se redefinen los supuestos de Arrow especificando algiin supuesto sobre
medicion intra medida y sobre COMPARACION entre medidas, se generan
reglas de decision, colectivas o multicriterio, consistentes con los supuestos. Esto
sera materia de un trabajo posterior.

2. Concepto primitivo: preferencia o funcion de eleccion

Tradicionalmente, los modelos de decision individual se han basado en el concepto
de preferencia sobre el conjunto de alternativas. Ni siquiera las funciones de
utilidad, representaciones numéricas de las preferencias, han sido necesarias para
explicar la existencia de equilibrio general en un entorno de competencia perfecta.
Eluso de utilidades se ha hecho necesario en los tratamientos de decisiones bajo
incertidumbre, en elecciones intertemporales o en la economia del bienestar. A
pesar de que el concepto de preferencia ha sido central en la base de las teorias
de decision, ha surgido también un concepto primitivo alternativo con un fuerte
contenido empirico. Me refiero al concepto de funcion de eleccion. Una funcion
de este tipo nos dice cual es la eleccion de un agente al enfrentar las distintas
posibilidades de conjuntos de alternativas. El dominio de la funcién serian los
posibles subconjuntos de alternativas y el rango los conjuntos de alternativas. La

36



denarius

revista de economia y administracign

funcion debera elegir algo que esté siempre en su conjunto factible. Una teoria de
la decision basada en funciones de eleccion parte de supuestos sobre propiedades
de regularidad en dichas funciones, en lugar de partir de supuestos sobre las
preferencias. La liga entre ambos tipos de supuestos es la idea de la conducta
optimizante o conducta racional, como se le conoce.

Antes de continuar, conviene explicar un poco en qué consiste la idea de
conducta racional y sus ventajas y limitaciones. La hipotesis de racionalidad de los
agentes se toma casi siempre como el centro del analisis econémico contemporaneo.
Una posible razon para adoptarla es que de ella se derivan ciertas regularidades
en los comportamientos individuales, algunas de las cuales pueden mantenerse
en el agregado. Sin embargo, hay que ser consciente de que un comportamiento
individual no tiene por qué mantenerse en el agregado, como veremos en la siguiente
seccion. Del mismo modo, puede haber comportamientos de agregados que no
tienen por qué ser producto de explicaciones con base en conductas individuales
racionales. Podria haber explicaciones de tipo estadistico o provenientes de
argumentos dinamicos, por ejemplo. Sin embargo, la hipdtesis de racionalidad
de los agentes econdmicos tiene un papel tanto de caracter simplificador como
de caracter unificador en la teoria econdmica, ademas de que es atractiva por su
simplicidad y poder de prediccion. Es dificil imaginar las consecuencias de una
politica econdmica impuesta en agentes impredecibles o que no saben lo que
quieren. De este modo, la hipdtesis de racionalidad aparece como sustento del
disefio de criterios normativos. Asimismo, la prevencion de la reaccion de los
agentes ante determinadas politicas debera tener en cuenta el hecho de que los
agentes responderan a las politicas en funcion de sus propios intereses. La hipotesis
de racionalidad jugara en este caso un papel positivo de restriccion ante el diseiio
de las politicas o instituciones de caracter publico.> Detras de cada analisis
interesante sobre temas como eficiencia, equidad, justicia, pobreza o desigualdad
habra un concepto subyacente de racionalidad.

Nos interesa centrar la atencion en dos aspectos que consideramos
importantes como para tener en cuenta en todo andlisis de las secciones
posteriores. Se examinaran primero el uso de utilidades y los debilitamientos de

2 Para un analisis mas profundo, consultese Barbera (1991).
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transitiva pero conservan la transitividad de la parte estricta de la preferencia.
Las preferencias aciclicas constituyen un debilitamiento mas general pues admiten
que tanto la indiferencia como la parte estricta puedan tener intransitividades. La
aciclicidad s6lo pide que no existan ciclos de preferencia estricta. Esto es importante
desde el punto de vista de la decisividad ya que en los casos en que el conjunto
de alternativas es finito, la condicidn de aciclicidad es equivalente a la
existencia de elementos maximales para cada subconjunto de alternativas. Un
elemento es maximal en un conjunto factible si no es dominado en la preferencia
estricta por ningun otro elemento del conjunto factible. Puede haber varios
maximales en un conjunto.*

Con las hipotesis de completitud y transitividad, para una preferencia del
tipo “‘es al menos tan bueno como” es posible justificar la existencia de una funcion
de utilidad para representar en forma numérica una preferencia racional en el
sentido arriba expuesto.’ Conviene notar que el resultado reciproco es también
cierto. El uso de funciones de utilidad nos obliga a estar suponiendo implicitamente
la completitud y transitividad de las preferencias. Ello se debe a que la relacion
“mayor o igual” de los numeros es completa y transitiva; de este modo, la rela-
cion de preferencia representada por una utilidad es necesariamente completa y
transitiva para mantener la consistencia. En Plata (2003a) aparece una exposicion
mas detallada sobre este hecho y las salidas alternativas.

Hemos anticipado ya que una funcion de eleccion es una funcion que elige
una alternativa para cada posible subconjunto de alternativas enfrentado. Estas
funciones pueden tomarse como primitivas para basar una teoria de la decision
estableciendo condiciones de regularidad sobre las mismas y obteniendo resultados
a partir de ellas. En el caso de la teoria del consumidor, una funcion de eleccion
nos especificaria un elemento del conjunto B(p,w)={x 20/ px<m}, siendo mun

4 Para un analisis sobre debilitamientos de la racionalidad tradicional y sus representaciones numé-
ricas, consultense Fishburn (1985), Subiza (1994), Bridges (1983a,b) y Plata (2003a,b).

5 En la seccion 4 se examinara con cierto detalle el significado y variedad de escalas de representa-
cion numérica. La existencia de utilidad en espacios con un niimero incontable de alternativas depende
también de la hipotesis técnica de continuidad, que no viene al caso abordar aqui.
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ingreso y p un vector de precios de las mercancias.® Las observaciones de
conductas donde aparecen precios y cantidad elegida nos brindan parte de la funcion
de eleccion de un consumidor y pueden utilizarse para contrastar la conducta
racional. Consultese Mas-Colell (1995) para el concepto de preferencia revelada
relacionado con lo anterior y con lo que sigue en este apartado.

Con el objeto de ejemplificar ideas, consideremos que las alternativas son
solo tres, de modo que el conjunto de las mismas es X={a,b,c}. Consideremos
las siguientes funciones de eleccion.

Caso 1:

Ch(a,b,c)= b Ch(a,by=b Ch(a,c)=c Ch(b,c)=b Ch(a)=a Ch(b)=b
Ch(c)=c.

Caso 2:

Ch(a,b,c)= b Ch(a,by=a Ch(a,c)=c Ch(b,c)=b Ch(a)=a Ch(b)=b
Ch(c)=c.

Una pregunta interesante cuando se trabaja con funciones de eleccion
consiste en ver si una funcion de eleccion es consistente con una preferencia
determinada, es decir, si lo que la funcion elige es producto de una maximizacion
sobre una preferencia dada. En tal caso, se dice que la conducta expresada en
funcién de eleccion es una conducta racionalizable. En el caso 1 podemos ver
que la mejor alternativa del individuo es la opcion b; de entre las restantes tene-
mos que su tercera eleccion nos dice que c es preferido a la alternativa a. Hemos
construido asi el orden de preferencia bc a. La funcion de eleccion del caso 1 es
consistente con este orden de preferencias, y tenemos una conducta racionalizable.
En el caso 2 podemos ver que la conducta representada no corresponde a ninguna
preferencia transitiva y completa. Se invita al lector a comprobarlo directamente.

¢ Es posible introducir que la funcion de eleccion sea en realidad una correspondencia de eleccion,
admitiendo posiblemente mas de una alternativa en el resultado y entendiendo que la decision fisica
sera s6lo una de ellas.
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Esto nos abre la puerta a todo un mundo de modelacion de conductas que no son
racionales en el sentido tradicional. El texto de Mas-Colell y coautores nos
brinda una buena introduccion a este tipo de literatura. Dejamos hasta aqui esta
seccion pidiendo al lector tener en cuenta lo que en ella se expresa antes de
interpretar de manera radical las conductas o politicas publicas observadas.

3. Algo de teoria de la eleccion social

El problema de decidir sobre un conjunto de alternativas posibles cuando €stas
se ordenan con diferentes criterios es muy conocido. Diferentes aspectos del
problema han sido abordados por economistas, politdlogos, ingenieros,
socidlogos, filosofos, etc. El problema se conoce como de agregacion de
preferencias en las ciencias sociales y como de toma de decisiones bajo diferentes
criterios en otras disciplinas técnicas afines, como la investigacion de operaciones
o ciertos problemas de administracion o ingenieria.

Por el lado de las ciencias sociales, se han buscado reglas de eleccion
colectiva que satisfagan criterios deseables de agregacion de preferencias. La
base metodologica ha sido el método axiomatico. Se consideran dominios amplios
de reglas posibles y se intentan restringir mediante propiedades deseables
(universalidad, respeto a la unanimidad, no dictatoriales, etc.). Ello ha conducido
por un lado a resultados de imposibilidad, donde se prueba que no hay regla
alguna que satisfaga en forma conjunta ciertos requisitos “razonables”; tal es caso
del conocido teorema de Arrow o del teorema de Gibbard-Satterwhite. Por otro
lado, se han generado también resultados elegantes de caracterizacion de ciertas
reglas de agregacion. Por citar dos ejemplos, tenemos por una parte el caso de
las reglas utilitaristas y por la otra el caso de reglas mas apegadas a la ética
rawlsiana de la justicia social, como seria el caso de laregla leximin. Ambas
reglas se comentaran mas adelante.

Consideremos una sociedad de » individuos N={1,2,...,n} que deben tomar
decisiones sobre un conjunto de alternativas que denotaremos como X. Cada
individuo tiene una preferencia completa y transitiva sobre X. Arrow considera
que las valoraciones de las alternativas tanto a nivel individual como social estan
dadas por ordenes de preferencia transitivos y completos. Se preocupa por
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Asipues, la aplicacion de la regla de mayoria puede generar ciclos en la
preferencia social, perdiéndose la transitividad del orden social. El problema con
esto es que una sociedad como la descrita en el ejemplo no puede tomar una
mejor alternativa, ya que cualquier opcion es dominada por otra.

Pensando en evitar el problema de la mayoria ciclica, Arrow impone que la
preferencia social sea completa y transitiva. Eso se hace en forma implicita al
considerar que el codominio de las reglas de eleccion colectiva es el conjunto//
de preferencias completas y transitivas sobre X. Las reglas de eleccion colectiva
son funciones que van del conjunto de perfiles [/* en [J. Con F(R ,...,R ) se
denota el orden social asociado al perfil (R ....,R ). Usaremos también R, Pe /,
siendo R=F(R,,...,R )y PeIsus partes estricta y de indiferencia respectivamente.”

Condicion T (Transitividad del orden social)

Las reglas de eleccion colectiva son funciones F: L) — [].
Una condicion minima es el respeto a las decisiones por unanimidad. Si

todo mundo piensa que x es mejor que y, la preferencia social debe respetar que
X €s mejor que y.

Condicion P (Condicion débil de Pareto o unanimidad)

Para todo perfil (R,,...,R ), para cualesquier alternativas x,y[1X: SixP, y para
cada i[IN entonces xPy, donde P es la parte estricta de F(R ,...,R ).

Otra condicion muy razonable es que el orden social refleje los gustos de

todos los individuos y no los de un individuo en particular, quien podria imponer
su preferencia individual como preferencia social. Esta condicion se enuncia como

sigue.
7 xPy se define como (xRy y no yRx); xIy se define como (xRy y no yRx).
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Condicion ND (no dictatorial)

No existe un individuo i[IN tal que para todo perfil (R, ,...,R ) y para cualquier
par de alternativas x,y[1X se tenga que xP, y implique xPy, siendo P la parte
estrictade F(R ,....R ).

Unaregla F'es dictatorial cuando existe un individuo i tal que para cualquier
perfil y para cualquier par de alternativas x,y[1X] si €l prefiere estrictamente x
contra y entonces la preferencia social dice que x es preferido estrictamente a y.

Una condicion aparentemente inofensiva es la que en realidad exige
mas, y es en ella que radica toda la fuerza del resultado. La condicion impone
que el orden social entre dos alternativas s6lo debe depender de como
ordenan los individuos esas dos alternativas, y debe ser independiente de
como los individuos ordenan el resto de las alternativas. De este modo se
evitan de entrada reglas como el conteo de Borda, ya que a dos perfiles que
ordenen igual un par de alternativas les debe corresponder el mismo orden
social respecto a esas dos alternativas.

Condicion IIA (Independencia de alternativas irrelevantes)

Para cualquier par de perfiles (R ,....R ) y (R’,....,R *), para cualesquier x,yL1X:
sixRysiy solosixR’y paracadaillN entonces xRy siy solo sixR’y, donde R

2

y R’ sonlos érdenes sociales asociados a (R ,....R ) y (R ’,...,R °), respectivamente.

Si tanto (R,...,R ) como (R ’,...,R *) coinciden en su restriccion a x, y
entonces los 6rdenes sociales respectivos deben coincidir en su restriccion a x, y;
es decir, solo interesan los ordenamientos individuales para el ordenamiento social.
El resultado de Arrow nos dice simplemente que es imposible que se cumplan de
manera simultanea todas las condiciones anteriores.
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Teorema de imposibilidad (Arrow [1951,1963]).

No hay una regla F que satisfaga en forma simultanea las condiciones T, P,
IIA y ND. De manera equivalente, cualquier F:[]'— [] que satisfaga las
condiciones debil Pareto e independencia de alternativas irrelevantes es
necesariamente dictatorial.

En la busqueda de salidas al resultado de Arrow se han modificado tanto
las propiedades de las reglas admitidas como el mismo esquema arroviano,
tanto en el dominio como en el codominio de las reglas. Por el lado del
codominio, se ha relajado la racionalidad colectiva exigida inicialmente por
Arrow (ordenes sociales completos y transitivos) a situaciones con preferencias
colectivas transitivas s6lo en su parte estricta (cuasitransitivas) y casos donde
solo se impone que la preferencia colectiva no genere ciclos de preferencia
estricta (preferencias aciclicas). Se han generado diferentes estructuras de
reparto de poder entre los individuos para cada relajamiento de la racionalidad
colectiva. Se ha trabajado también con funciones de eleccion en el codominio
en lugar de hacerlo con relaciones de preferencia sobre las alternativas.®

El dominio de las reglas admitidas por Arrow se ha visto también enriquecido
considerando funciones de utilidad sobre las alternativas, en lugar de simples
ordenes de preferencia sobre las mismas. Esto incorpora el uso de informacion
cardinal y admite modelar la realizacion de comparaciones entre los individuos
para disefiar los métodos de agregacion. Esta via ha sido muy fructifera y ha
permitido caracterizar diversas reglas tradicionales de agregacion, entre ellas las
utilitaristas y el criterio maximin de Rawls (1971). En las siguientes secciones se
analizan las bases de este tipo de tratamientos.

El criterio maximin (Sen [1976, 1977b]) funciona como sigue. Cada
individuo establece la utilidad que obtendria con cada alternativa en caso de
elegirse ésta. Se escogen las alternativas cuyo menor nivel de utilidad garantizado
por ellas sea mayor o igual al menor nivel de utilidad garantizado por todas las

8 Para una resefia de esta literatura puede consultarse Plata (1998) o los resultados originales en
Mas, Colell y Sonneschein (1972) y en Blair y Pollack (1984).
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demas. En otra palabras, para cada alternativa obtenemos el menor nivel de
utilidad que alcanza entre los individuos y elegimos las que maximicen estos niveles.
De este modo, damos el poder de decision social al individuo peor situado. Es
evidente que este criterio supone que estamos comparando los niveles de utilidad
de los individuos entre si. La explicacion de esta afirmacion quedara claraen la
seccion 5. El criterio utilitarista se origina en Bentham (1789) y se formaliza por
primera vez en Harsanyi (1955). Cada individuo proporciona su funcion de utilidad
como en el método anterior. Para cada alternativa se considera la suma de los
niveles de utilidad sobre los individuos y se elige la alternativa con mayor nivel de
utilidad agregado. Las decisiones sociales con este criterio no consideran la
distribucion del bienestar; s6lo interesa el bienestar acumulado por el total de in-
dividuos. Notamos también que este criterio usa asimismo comparaciones de
diferencias entre los individuos.

Se ha estudiado también la agregacion sobre ciertos subconjuntos relevantes
de preferencias, como las preferencias cuasilineales o las unimodales, en lugar de
considerar todo el posible dominio. Se generan con ello reglas interesantes para
contextos de aplicacion no universalista.

En lo que sigue comentamos un poco sobre la introduccion del caracter
estratégico de los agentes a la hora de disefiar métodos de eleccion colectiva.
Consideremos de nuevo el ejemplo de Condorcet. Supongamos que elegimos un
orden de votacion de modo que z entra al altimo. Es decir, primero se votax oy
y la alternativa ganadora compite con z. Si todos votan seglin su verdadera
preferencia, resulta que gana z. Esta es la peor alternativa para el agente 1. Si el
sefior 1 miente en la primera ronda, manifestando y mejor que x, forzara a que
gane y; en la segunda ronda se tendré que y derrota a z, obteniéndose finalmente
una mejor opcidn para el sefior 1. El concepto presentado en este ejemplo se
conoce con el nombre de manipulabilidad. Un agente manipula una regla cuando
el hecho de no declarar su verdadera preferencia hace que la aplicacion de la
regla le genere un mejor alternativa final que cuando declara la verdad.

Se han introducido también otras propiedades deseables para las reglas
de agregacion, diferentes de las exigidas inicialmente en el esquema arroviano.
Con la introduccion del concepto de manipulabilidad de un método de agregacion
se ha incursionado en problemas de disefio de mecanismos y de teoria de
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Teorema (Gibbard [1973], Satterthwaite [1975]).

Sea f:P" - X con imdgenes de al menos tres elementos. Si f es no manipulable,
entonces f es dictatorial.

Terminamos esta seccion ofreciendo bibliografia sobre la teoria de la eleccion
social. Entre los articulos panoramicos sobre el tema destacan los de Sen (1977a,
1986, 1995), Barbera (1977, 1984a, 1984b), Plata (1998) y Villar (1988). Entre
los pocos textos de la teoria destacamos el de Sen (1970) que, a pesar de haber
sido ampliamente superado es muy digno de leerse como introduccion al tema.
Los de Fishburn (1973) y Kelly (1979) son bastante técnicos y un tanto aridos,
pero en su momento constituyeron recopilaciones muy completas. El de Kelly
(1988) es un libro muy bien disefiado e ideal para llevar un curso debido a la gran
cantidad de ejercicios que presenta. En Kelly (1991) aparece una muy buena
recopilacion de bibliografia sobre el tema.

4. La medicion y las escalas

Comenzamos fijando algunos términos técnicos para evitar confusiones. Una
estructura es un conjunto de objetos sobre los que se tienen definidas ciertas
relaciones numéricas o empiricas, segun sea el caso. La relacion numérica de
mayor uso es la relacion “menor que” o la de “mayor o igual” o equivalentes,
que se define por lo general sobre el conjunto de los nimeros reales. Como
ejemplos de estructuras y relaciones empiricas tenemos la relacion “tiene mas
masa que”, “‘es mas pesado que”, “tiene mas volumen que” en el conjunto de
cuerpos u objetos fisicos. Otros ejemplos podrian ser “tiene mas edad que”,

29 ¢¢ 29 ¢ 29 ¢¢

“es mas pobre que”, “es mas preferido que”, “‘esta mas contaminado que”, “es

2% ¢

menos costoso que”, “es mas arriesgado que”, “tiene un mayor rendimiento
promedio que”, “tiene mas experiencia que”, “tiene mas estudios que”, etc.
Los ejemplos y dominios o estructuras empiricas de aplicacion son muy ricos y

variados.

9 ¢

Estas relaciones empiricas suelen cuantificarse en forma numérica, pero es
ahi donde hay que tener cuidado con el significado e interpretacion de las medidas.

48



denarius

revista de economia y administracign

La medicién de una estructura empirica consiste en la asignacion de numeros a
los objetos empiricos, de manera que las comparaciones empiricas entre objetos
se vean reflejadas mediante comparaciones numéricas entre nimeros en la
estructura de los niimeros reales. Esto significa que parte del universo empirico
en estudio se ha reflejado en una estructura numérica. En términos técnicos,
decimos que el proceso de medicion es un proceso a través del cual un universo
de objetos y relaciones empiricas (estructura empirica) se transforma mediante
una funcion, la medicion, en una estructura numeérica.

De este modo, las relaciones empiricas se convierten en relaciones
numéricas a las que se puede sacar mucho provecho si las analizamos con las
técnicas y herramientas de la matematica. Asi, podemos obtener informacion que
es posible regresar e interpretar en el universo empirico. El uso de las herramientas
matematicas ha sido mas intensivo en las ciencias naturales que en las ciencias
sociales; en estas ultimas se esta dando una creciente matematizacion, que ha
permitido tener una mejor vision de la naturaleza de los problemas sociales y que
sugiere puntos de vista de mucha potencialidad.

Entrando ya en materia, conviene preguntarnos: ;Cualquier representacion
numeérica nos arrojard las mismas conclusiones para el universo empirico? ;Qué
ocurre si tomamos una medicion “muy similar” a otra y ambas nos arrojan
resultados contradictorios? ;Tiene sentido comparar resultados numéricos
obtenidos para diferentes caracteristicas o criterios? Para dilucidar estas cuestiones
es importante hacer supuestos: (1) sobre los tipos o grados de medicioén de una
caracteristica o criterio, y (2) sobre la posibilidad de comparar o no y a qué nivel,
las mediciones obtenidas con diferentes criterios.

La escala con la que se mide un criterio o caracteristica nos dice qué tan
fina es lamedicion; esto es muy importante para delimitar las interpretaciones y el
tipo de célculos que es valido aplicar a una variable, pues los resultados en que se
apoye alguna decision dependen fuertemente de los supuestos sobre las escalas
de medicion. A manera de ejemplo, consideremos las siguientes afirmaciones:

A: “Juan tiene el doble de utilidad cuando se come cuatro manzanas de 100
gramos que cuando se come solo dos manzanas de 100 gramos.”
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B: “Cuatro manzanas de 100 gramos cada una tienen el doble de masa que dos
manzanas de 100 gramos cada una.”

En ambas afirmaciones estamos hablando de una medicion de dos objetos
empiricos: el objeto “dos manzanas de 100 gramos” y el objeto “‘cuatro manzanas
de 100 gramos”. En la afirmacion A se habla del concepto econdémico de utilidad
y en la afirmacion B del concepto de masa de la fisica. A pesar de que se dice
esencialmente lo mismo sobre ambas mediciones, que una es el doble de la otra,
los significados son muy distintos pues A es una afirmacion sin sentido en la teoria
del consumidor y B es una afirmacion cierta en la fisica y en la vida diaria. La
diferencia radica en que el concepto de masa es mas fino que el de utilidad y
exige un mayor grado de discriminacion al medir objetos que lo que se exige para
la utilidad. El concepto de utilidad se mide en escala ordinal y el de masa en una
escaladerazon. En el ejemplo anterior, los juicios se hacen sobre la medicion de
una caracteristica o de un criterio o sobre una caracteristica de un individuo.

También aparecen juicios en que usamos varias mediciones individuales
para compararlas entre diferentes individuos o para realizar comparaciones entre
criterios. Las mediciones de diferentes caracteristicas suelen “agregarse” en indices
que resumen en un niimero abundante informacion que permite aseverar juicios
como los siguientes:

C: “El nivel de contaminacion de la ciudad de México supera el nivel de contami-
nacion de la ciudad de Monterrey en un 50%.”

D: “La diferencia que existe en el indice de desarrollo humano entre Francia y
Alemania es mayor que la que existe entre México y Estados Unidos.”

E: “El 1Q promedio de los europeos duplica el promedio del IQ de los estado-
unidenses.”

En los casos anteriores, los conceptos de medicion referidos son los niveles
de contaminacion, el indice de desarrollo humano y el indice de nivel intelectual,
respectivamente. Es muy importante especificar el supuesto de medicion intra
admitido en cada concepto para saber qué juicios tienen sentido y cuales no lo
tienen.
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Para entender mejor los grados de medicion y su modelacion, es bueno
considerar los casos extremos. Las mediciones mas burdas son las clasificaciones.
A las alternativas equivalentes se les asocia el mismo numero sin darle ninguin
significado a la ordenacion ni a las comparaciones numéricas. Si u( ) representa
una medicion clasificatoria, cualquier transformacion ¢( u( )) con ¢ biyectiva
serviria para los mismos fines. En el extremo opuesto se encuentran las mediciones
exactas; en estos casos la funcidn u( ) no tiene ninguna representacion equivalente,
y ¢ coincide con la identidad. Un grado de medicion intermedio y un tanto mas
preciso son las mediciones ordinales, mediante las cuales dos mediciones son
equivalentes si clasifican y ordenan igual el conjunto de alternativas. En este caso
la ¢ que permite buscar mediciones equivalentes se restringe a las transformaciones
monotonas crecientes. Con este tipo de medicion solo es posible hacer juicios
sobre COMPARACION de ordenacién pero no sobre intensidad, niveles
absolutos o COMPARACION de diferencias de medicion entre alternativas.
Las mediciones cardinales son mas finas que las ordinales al admitir invarianza
s6lo bajo transformaciones crecientes afines. Los conceptos de temperatura en
la fisica y de utilidad von Neumann-Morgenstern en la teoria de decisiones bajo
incertidumbre son ejemplos clasicos cuya medicion es cardinal.

Tipo de Ejemplos Cambios
Escala admisibles
con funciones

Nominal o Clave lada, numeracion de planes alternativos, nimero de jugador uno - uno
clasificatoria en futbol, sexo, raza, tipo de sangre, religion, etc.

“ETIQUETAN-CLASIFICAN"
Ordinal Grados militares, grados de dureza de los objetos, calidad del aire, crecientes

alfabeto, utilidad del consumidor de competencia perfecta.

“CLASIFICAN Y JERARQUIZAN"
Cardinal o Temperatura en °C ¢ °F, latitud, longitud, tiempo, tiempo afines
intervalo calendarico, unidades monetarias, rendimientos, aversién.

“ANTERIOR + DEFINEN INTERVALO PARA COMPARAR”
Ratio o escala Peso fisico, ingreso mensual de familia, porcentaje de CO, /m?, afines lineales
cociente arboles por km?, temperatura en escala kelvin, PIB, desempleo.

“ANTERIOR + HAY CERO ABSOLUTO Y COMPARAN TASAS”
Absoluta o Contar objetos identidad
exacta
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El estudio de temas como el de la medicion, la toma de decisiones bajo
incertidumbre o la optimizacidon convexa no era conocido por la mayoria de los
matematicos profesionales hasta que la necesidad impuesta por las ciencias sociales
provoco muchos de los actuales desarrollos. En la actualidad contamos ya con
los tres excelentes volumenes de la obra Theory of Measurement de David
Krantz, Patrick Suppes, Amos Tversky y Duncan Luce. Es muy digna de destacar
también Foundations of Measurement, de Fred Roberts. En estos trabajos se
pueden consultar los fundamentos 16gico-matematicos de la teoria de la
representacion de estructuras empiricas en estructuras numéricas.

5. Comparacion entre mediciones cardinales

Cuando se quiere decidir entre dos alternativas, x € y por ejemplo, generalmente
se dispone de una medicion que permite ordenar las dos alternativas de acuerdo
con cada preferencia o criterio involucrado. Si hay » preferencias o criterios,
diremos que u(z) es la valoracion de la alternativa z por parte de la preferencia o
criterio i. Por lo general, en todas las aplicaciones se trabaja con informacion
numérica de este tipo para realizar los andlisis de las alternativas y tomar decisiones.

Cuando cada medicion individual se reporta mediante informacion cardinal,
podemos hacer comparaciones de diferencias a nivel de cada criterio. Desde el
punto de vista formal, esto significa que la medicion u( ) o la medicion a+bu( )
con b positivo son equivalentes ya que ambas preservan los juicios sobre la
COMPARACION de diferencias. Podemos también clasificar las maneras
l6gicamente posibles de realizar comparaciones entre las medidas de los diferentes
criterios. En esencia, se trata de caracterizar las distintas formas de inducir
particiones, mediante relaciones de equivalencia, en el espacio de los perfiles de
medicion. Un elemento tipico de este espacio es un arreglo (u,( ),...,u () donde
aparecen las n mediciones de las preferencias o de los diferentes criterios en
cuestion. Un arreglo de este tipo se conoce como perfil. En la literatura de teoria
de la eleccion social se han estudiado algunos de los casos de COMPARACION
que aparecen aqui y que lo hacen por lo general como casos extremos en nuestra

52






BASES DE MEDICION E HIPOTESIS DE COMPARACION EN DECISIONES COLECTIVAS Y MULTICRITERIO

(R1) (0,1) L AW).

(R2) Si (a,b) 0 (W), entonces (-ab”, b) OAW).

(R3) Si (a,b) OAY) y (c,d) O /W), entonces (a+be,bd) O W)
donde 0 es el vector de ceros y 1 es el vector de unos.

Sib=(b,....b),b'=(b"...b "), b=(b,.,b)yd=(,..d);
entonces bd=(b,d,,....b d )

Denotemos: (a,b)! °(-ab™, b™)
(a,b)(¢,d)° (atbc, bd)
Decimos que Y esun conjunto consistente de transformaciones si ()

satisface las condiciones (R1)-(R3). Introducimos también una condicion de
regularidad.

Condici6n CSI

F (l]Jp) es un cono convexo
Esto implica que ) satisface:

(1) Si(a,b) UAW), (c,d) U f(qu), entonces (a+c,b+d) U AY).

(2) Si (a,b) O AY) y A >0, entonces (Aa,Ab) O AW).

Lo anterior significa simplemente que las escalas se miden de manera
continua, a través de nlimeros reales, y que no hay restriccion alguna admitiéndose

cualquier medida entre cero e infinito. Para enunciar el resultado que caracteriza
las particiones consistentes necesitamos introducir la siguiente notacioén, donde
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nos fijamos en las coordenadas de vectores de transformacioén que permiten
comparaciones de porcentajes a partir de un cero absoluto.

A, (@) ={th ON/a =0 para todo (a,b) U AY)}
Particiones consistentes

Consideremos Y [14 y una “particion” de N:
m={A4,W),4,...4} ,={N,...N}cond, () posiblemente vacio.

Sean (a,b) LI "X[I", , , x es unreal arbitrario y z un real positivo, 4/ [3T | con
4,74,WyN, Ot ), denotamos:

(x| 4, a|N\4,) =el vector que coincide con a en los indices correspondientes
a N\Aj y que tiene el real x en todas las coordenadas de los indices
correspondientes a 4.

(z| N, b|N\N,) =el vector que coincide con b en los indices correspondientes
a N\N. y que tiene el real z en todas las coordenadas de los indices
correspondientes a N..

Definicion 1

Decimos que (T, ) satisface la igualdad interna de coordenadas para f{\P)
si para cualquier (a,b) [J f(q;p) A, 0t |, N. 0Ot , se tiene que las coordenadas
de a correspondientes a indices en 4. son todas idénticas entre si, y las
coordenadas de b correspondientes a indices en N, son también iguales entre si.
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Definicion 2

Decimos que (1, ) satisface la independencia de escala interna para ()
si para cualquier (a,b) [ AY), A, (] A7 AW, N Ot ,x[,z>0
tenemos que: '

((x] 4,2 N, (2| N, b|NIN)) OAg)
Definicion 3

Decimos que Tt es mas refinada que T, en N\A4 () si para toda A4, U 1t con
Aj # A, () tenemos que existe N, [JT , tal que Aj ON..

Definicion 4

Sean 11 = {4 o(qu), 4.4}y ={N,....N,} particiones de N. Decimos que
(Tq ) es una doble particion de COMPARACION parcial inducida por
AW)st:

(1) (T, T0) satisface la igualdad interna de coordenadas para f{).

(i1) (Tt T0) satisface la independencia de escala interna para f{).

(iii) 7T, es mas refinada que T en N\A ().

Teorema

Sea Y U A y supongamos que f() satisface la condicion (CSI) . Entonces
es consistente si y solo si f{Y) induce a doble particion de COMPARACION

parcial.
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Ejemplo de particion consistente: (N={1,2,3,4})

= {{1,3},{2},{4}} ; ;= {{1},{2,3,4}}
(a,b) =((a,b,c,c), (d,d,e,e)) A(lij) ={1,3.}

La primera clase de 11 muestra los indices de los individuos cuyas
transformaciones admisibles en Y siempre tienen cero, como ordenada al origen,
en la transformacion admisible. Siadmitimos que una regla de eleccion colectiva
permita el tipo d¢ COMPARACION reflejada en este ejemplo, ello significa
que:

-Podemos hacer comparaciones de porcentajes a nivel interno en las dos
primeras medidas. No podemos comparar porcentajes entre ellas.

-Podemos realizar comparciones de diferencias tanto a nivel interno como

entre ellas para las mediciones dos, tres y cuatro. No podemos comparar
estas diferencias con las del criterio uno.

Ejemplo de particion inconsistente:

1= {{1,3},{2,4}} ; T, = {{1},{2,3},{4}}

(a,b) =((0,a,0,a),(b,c,c.d)  4,(p)={1,3}.

Si admitimos este conjunto de transformaciones para realizar
comparaciones, tendriamos inconsistencias en la toma de decisiones debido a
que no hay una particioén del conjunto de perfiles de medicion pues no se cumple

el tercer requisito. En concreto:

(a’b)(aﬂb) = ((0,a+aC,O,a+ad),(bz,Cz,Cz,dz))
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Asi, el requisito (R3) no se satisface y la COMPARACION social careceria
de transitividad.

Conclusion

A manera de conclusion, podemos decir con seguridad que los problemas de
las ciencias sociales han motivado ciertos desarrollos de la matematica que a su
vez han proporcionado nuevos resultados que abren interesantes preguntas. La
matematizacion de un problema no significa simplemente asociar niimeros a éste,
como a veces se entiende en las sociedades con poca cultura matematica; significa
el acceso al universo de objetos matematicos que se rigen con ciertas leyes precisas
mediante las cuales se pueden representar aspectos de la realidad empirica que,
una vez analizados en el modelo matematico, pueden regresarse e interpretarse
en el universo empirico. El problema de encontrar qué tipo de regla social es
consistente con cada uno de los supuestos de medicion del resultado anterior
es un problema aun abierto. En la literatura comentada hay varios resultados
parciales. Conviene consultar el trabajo de Bossert y Weymark (1998) para
una panoramica de los resultados logrados hasta la fecha.
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