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Resumen

El presente articulo de investigacion tiene como proposito fundamental
el comprobar la siguiente hipotesis: desde la perspectiva del analisis
dimensional, el modelo Solow-Swan de crecimiento econéomico tiene
una falla analitica importante, su inconsistencia dimensional. Con el fin
de alcanzar ese objetivo, se utilizan las herramientas del analisis dimen-
sional para evaluar el modelo. Asimismo, se propone una correccion al
modelo que cumpla con el principio de homogeneidad dimensional y se
sefialan las implicaciones de esas modificaciones.
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Abstract

The present research article has as fundamental purpose the corrobora-
tion of the following hypothesis: from the perspective of dimensional
analysis, the Solow-Swan model of economic growth holds an impor-
tant analytic flaw, its dimensional inconsistency. To fulfill this objec-
tive, instruments of dimensional analysis are used to evaluate the mo-
del. Furthermore, an improvement of the model is proposed so that it
complies with the dimensional homogeneity principle, and where the
implications of these alterations are also discussed.

1 King's College London, Department of Mathematics.
2 Universidad Autonoma Metropolitana-Iztapalapa, Departamento de Economia,
Area de Teoria Econémica.

15



La inconsistencia dimensional del modelo Solow-Swan de crecimiento econémico
M. David Alvarez Herndndez » Miguel Alvarez Texocotitla

Keywords: Dimensional Analysis, Mathematical Economics, Econo-
mic Growth Models.

Clasificacion JEL/JEL Classification: A12, C02, C65, 040

Introduccion

Para entender el funcionamiento de un sistema econdmico-social se
pueden establecer relaciones entre las variables fundamentales del sis-
tema, las cuales se analizan utilizando modelos matematicos. Esta mo-
delacion matematica tiene exigencias analiticas que deben tomarse en
cuenta, sobre todo si se pretende que el modelo tenga una correspon-
dencia con la realidad y no sea éste una mera abstracciéon matematica.
Estas exigencias, que analizaremos en el presente articulo, son el area
de estudio de lo que se conoce como analisis dimensional.

El analisis dimensional estudia las propiedades de las cantidades
observables con dimensiones y de las relaciones matematicas que las
incorporan. Ademas, se aplica en las ciencias naturales; de hecho sus
principios (dimensioén, homogeneidad, medicién y unidad) son cla-
ves en la formacion del pensamiento cientifico ya que son parte de los
principios basicos de la ciencia. El cumplimiento de los principios del
analisis dimensional, y en especial el principio de la homogeneidad di-
mensional, es un requisito basico y necesario para realizar una apropiada
modelacion matematica, ya que permite comprobar ex post la consisten-
cia dimensional de las relaciones matematicas y sefiala las restricciones
funcionales a las relaciones que se proponen entre las variables.

Sin embargo, en algunas disciplinas, como es el caso de la economia,
el concepto de dimension y sus respectivos principios son practicamen-
te desconocidos. Son muy pocas las investigaciones que han hecho
hincapié¢ en las implicaciones del analisis dimensional en la discipli-
na economica, entre ellas se tienen las de Grudzewski y Roslanowska
(2013), cuyo libro de texto, de reciente publicacion, proporciona un
trabajo extenso sobre el uso y aplicaciones del analisis dimensional en
la modelacién econdémica; Barnett 11 (2004), quien analiz6 la consis-
tencia dimensional de las funciones de produccion, y en especifico la
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funcién de Cobb-Douglas; Shone (2002) proporciona una breve pero
acertada introduccion al uso de las dimensiones en los modelos econd-
micos y De Jong (1972), quien, posiblemente, fue el primero que sefald
la importancia de la congruencia dimensional, y la falta de ella, en los
modelos econdmicos. Esta insuficiencia de estudios es una de las razo-
nes que nos motiva a reconsiderar esta importante area del modelado
matematico, ya que el analisis dimensional puede ofrecer nuevas pers-
pectivas sobre la forma en que se construyen los modelos econémicos,
y en algunos casos permitird corregir los errores e insuficiencias que
pudieran contener.

La investigacion sobre las dimensiones representa una critica fun-
damental a la metodologia que se sigue en la modelacion econdmica.
Pese a que los modelos econdmicos puedan estar sustentados en una
teoria solida, puede ser que en la construccion de los mismos no se
contemplen las restricciones que existen al modelar fenémenos de dis-
tinta indole. Esta situacion haria necesaria una revision cuidadosa de
los modelos econdmicos desde la perspectiva del analisis dimensional,
y en particular, de los modelos de crecimiento econdémico.

En este contexto, el presente estudio tiene como proposito fundamen-
tal la validacion de la siguiente hipdtesis: desde la perspectiva del anali-
sis dimensional, el modelo de Solow-Swan de crecimiento econémico,
tiene una falla analitica importante: su inconsistencia dimensional?.

Para alcanzar ese objetivo, en la primera seccion se examinan los as-
pectos basicos del analisis dimensional, principalmente el concepto de
homogeneidad dimensional, pero enfocado al campo de la economia.
En esta seccion, bajo la perspectiva del analisis dimensional, se exami-
nan algunas relaciones econdmicas fundamentales que subyacen a los
modelos de crecimiento economico. En la ltima seccion, con el pro-

3 La eleccion de este modelo se puede justificar en tanto que constituye la estruc-
tura basica de numerosos modelos de crecimiento econémico que han surgido
posteriormente, y, ademas, representa un buen punto de partida para realizar un
analisis dimensional de un modelo econdmico debido a su sencilla formulacion
matematica.
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posito de evaluar la construccion del modelo Solow-Swan, se explora
la dimensionalidad del modelo. Desde el punto de vista del andlisis di-
mensional el modelo adolece de fallas, las cuales son posibles de corre-
gir, pero a costa de enfrentar nuevas implicaciones tedricas y analiticas.

1. El Analisis Dimensional

Las teorias cientificas son construcciones logico abstractas que buscan
explicar y predecir fendmenos, ya sean naturales, bioldgicos o sociales.
La construccion de cualquier teoria cientifica inicia con la observacion
y la descripcion de los fendmenos o eventos de interés, para inferir (a
partir de esas observaciones y descripciones) leyes, patrones y relacio-
nes que representen al fenomeno de interés en la forma mas simple y
general posible. Para cumplir dicho proposito, la ciencia se vale del len-
guaje matematico, de hecho, se podria aseverar que mientras una teoria
no esté formulada con precision en el lenguaje de la matematica no es
posible evaluar su relevancia ni su capacidad de prediccion.

Sin embargo, el uso del lenguaje matematico tiene restricciones,
ya que su utilizacion conlleva el cumplimiento de ciertas reglas. Estas
reglas que se imponen en las posibles leyes y relaciones que surgen
de la aplicacion de las teorias matematicas estan relacionadas con las
propiedades de las cantidades que son posibles de incluirse en un ana-

lisis cuantitativo®.

Las cantidades que son posibles de cuantificar y de describirse por
medio del lenguaje matematico, o, dicho de otra forma, que son posi-
bles de medir y de asignar un valor numérico, reciben la denominacion
de observables’.

4 Aqui entendemos por cantidad a la descripcion de alguna percepcion sensorial
o propiedad tangible. Por ejemplo, la nocién de espacio (una propiedad fisica)
es perceptible a través de multiples cantidades, ya sea como distancias, areas o
volimenes.

5 Bunge (1971), Carlson (1979), Sonin (2001), White (2011) y Balaguer (2013)
utilizan la denominacion de observables fisicas, sin embargo, en este trabajo aban-
donamos el adjetivo fisico para recalcar que las reglas del analisis dimensional se
aplican de igual forma a las observables economicas.
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Por otro lado, el uso de las herramientas matematicas es enrique-
cido con un axioma, el cual se deriva de una idea muy simple pero
fundamental: las relaciones matematicas que se derivan de una teoria
cientifica deben relacionar fenomenos de una naturaleza similar, tal que
pueda establecerse una relacion de causa/efecto. Utilizando la jerga del
analisis dimensional, podemos decir que las relaciones matematicas de
la teoria deben ser equidimensionales.

La adopcion de este axioma implica adoptar un criterio de valida-
cion. Una relacion matematica es valida si en ambos lados de la igual-
dad (pensando en una ecuacion algebraica, por ejemplo) se encuentran
términos que sean iguales o similares. Sin embargo, decir sdlo de forma
intuitiva que dos observables son similares o iguales deja una profunda
sensacion de insuficiencia, ya que, ;como definir qué es similar, o que
es diferente? Es en este contexto que se introdujo el concepto de di-
mension, el cual permite manejar, con un formalismo matematico mas
fundamentado, el axioma de similaridad °.

El axioma de similaridad, o como se conoce en la literatura, el prin-
cipio de homogeneidad dimensional, dice basicamente lo siguiente: si
una relacion matematica representa realmente una relacion adecuada
entre diversas observables de una cierta teoria, entonces dicha relacion
es homogénea, es decir, cada uno de los términos aditivos de dicha re-
lacion seran equidimensionales.

1.1 El Analisis Dimensional en la Teoria Economica

El anélisis dimensional tiene sus raices en la naturaleza de los artificios
que se han construido con el fin de describir el mundo fisico y explicar
su funcionamiento en términos cuantitativos. Su origen puede ser ras-
treado desde las formulaciones geométricas que realizaban los matema-
ticos griegos de la antigiiedad. Sin embargo, su fundamento moderno
comenzod a ser establecido hace dos siglos, y fue principalmente en el

6 En este contexto, el concepto de dimension se puede entender como la descrip-
cion cualitativa de alguna propiedad fisica, la cual puede compartir diferentes
tipos de observables.
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siglo XX que se adopt6 su uso de forma extensa en las ciencias naturales
(Macagno, 1971).

La primera persona que escribi6 acerca del problema de las unidades
y las dimensiones (enfocado esencialmente a los modelos y teorias de
la fisica) fue Leonard Euler en 1765. Por su parte, Joseph Fourier en su
libro The Analytic Theory of Heat, publicado en 1822, remarcaba lo que
ahora se conoce como el principio de la homogeneidad dimensional, e
incluso desarroll6 algunas de las reglas que se utilizan actualmente en
el andlisis dimensional. Posteriormente, no ocurrieron avances signi-
ficativos en el 4rea hasta la publicacion del libro de Lord Rayleigh en
1877, The Theory of Sound, el cual proponia un método muy similar al
método moderno de dimensiones y daba numerosos ejemplos de como
utilizar el analisis dimensional. No obstante, de las anteriores contribu-
ciones, la mas notoria, que planted el método y las reglas actuales del
analisis dimensional, es la de E. Buckingham, quien en 1914 establecio
la formalizacion mas utilizada del analisis dimensional.

Por lo que respecta al campo de la economia, practicamente en solo
pocos textos se hace referencia a las dimensiones y unidades que se
utilizan para clasificar las observables econémicas; en el mejor de los
casos, cuando se mencionan, el andlisis es insuficiente. Aun asi, algu-
nas nociones sobre las dimensiones se han hecho patentes en De Jong
(1972) y en Shone (2002); en particular este ultimo, remarca la distin-
cion entre dos tipos principales de observables economicas: las obser-
vables de tipo stock (acervo) y las observables de tipo flujo.

Las observables de tipo stock hacen referencia al valor de una cierta
cantidad econdmica en una fecha determinada (es decir en un punto
instantaneo del tiempo). Por ejemplo, supongamos que nuestra obser-
vable economica es la cantidad de dinero (Ms) en la economia. Esta
observable tiene un valor definido para cada instante del tiempo, diga-
mos por ejemplo al 31 de diciembre, y tendra otro valor definido (Ms)
para cualquier otro instante de tiempo anterior o posterior. Es decir, el
caracter de una observable stock es independiente del tiempo.
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Por el contrario, una observable de tipo flujo hace referencia al valor
total o promedio de una cierta cantidad econdmica en un intervalo de
tiempo. Por ejemplo, si consideramos la demanda de bienes (D) en un
periodo de tiempo determinado, digamos en un afo, dicha observable
es de tipo flujo, ya que estamos hablando de una cantidad econémica
que se distribuye en el tiempo, y por ende su valor esta definido en
dicho intervalo. En consecuencia, dichas observables tienen una depen-
dencia directa con el tiempo.

Si suponemos que las observables de stock y flujo estan represen-
tadas por funciones continuas y diferenciables, la relacion que existe
entre un stock y un flujo se puede representar matematicamente como:

do(®)
dt

=F(t) (1)

Donde Q() es la funcidon asociada a una observable tipo stock y F(t)
es la funcidn asociada a la observable tipo flujo. Por lo tanto, cualquier
observable tipo stock tendra dimensiones que no involucren al tiempo’.

Otra forma de ver la diferencia entre un sfock y un flujo es pensar a
F(¢) como el equivalente a una tasa de cambio (es decir una velocidad)
de una determinada cantidad o activo, en este caso Q(?). En consecuen-
cia, dada su diferencia, la tinica manera en que ambas observables pu-
dieran ser iguales, o equidimensionales, serd a través de la utilizacion
de otro término que homogeneiza las dimensiones de la relacion. En
este caso, el término que homogeneiza la relacion es el operador deri-
vada, ya que dicho operador transforma Q(z) de un stock a un flujo F(z).

Por lo tanto, un stock y un flujo no son equidimensionales, es decir,
no pueden ser comparados, igualados, sumados o restados, ya que di-
chas operaciones no estan definidas para operar entre observables no
equidimensionales. Esta diferencia en las dimensiones de los stocks y

7 Notese que a pesar de que las variables sean funciones del tiempo no implica
que incorporen alguna dimension temporal, s6lo cuando estd incorporada expli-
citamente alguna variable temporal, como es el caso del operador derivada, las
dimensiones de la variable incorporan una dimension temporal (T).
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de los flujos impone restricciones que se deben tomar en consideracion,
sobre todo cuando se combinan observables de diferente naturaleza.

(Como enfrentar la incongruencia dimensional de las observables
econdmicas? Fuera del campo de la Fisica, la eleccion de las dimensio-
nes fundamentales no es tan clara, y depende mucho del area de aplica-
cion y de la teoria utilizada. Por ejemplo, en el campo de la economia
pareceria ser suficiente tener como dimensiones fundamentales el tiem-
po (7), el valor monetario (M), la cantidad de bienes (Q), y la utilidad
(U). Con estas dimensiones fundamentales posiblemente se podran ex-
presar todas las dimensiones de las observables econdmicas.

De esta manera, consideremos que dentro de la teoria econdmica
existe el siguiente conjunto de dimensiones, el cual utilizaremos a lo
largo del presente articulo®:

* Valor Monetario (M)
« Utilidad (U)

* Cantidad (Q)

* Tiempo (7)

1.2 El Analisis Dimensional en los Modelos
de Crecimiento Econdmico.

Consideremos el caso de una economia cerrada que contiene s6lo dos
agentes econdmicos: un hogar y una empresa’. Ambos intercambian
en el mercado un sélo bien de consumo/produccion, el cual denotamos

8 Dicho conjunto de dimensiones se propone en Shone (2002). La justificacion de
por qué dicho conjunto es adecuado y suficiente es una cuestion que atin esta por
determinarse. No obstante, dicho conjunto presenta un buen punto de partida para
incorporar la cuestion de las dimensiones a la teoria econémica neoclasica, ya que
no parece haber caracteristicas econémicas mas fundamentales que las represen-
tadas por estas cuatro dimensiones.

9 Ambos se pueden considerar como los agregados o representantes de todos los
demas agentes del sistema, por lo tanto, también reciben los nombres de hogar y
empresa representativos.
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como capital fisico. Este tnico bien representativo se utiliza simulta-

neamente como un insumo de produccidén y como un bien de consu-
10

mo’.

Ademas, de la existencia de un solo bien de consumo/produccion,
suponemos que existe otro factor econdmico, el cual afecta inicamen-
te al proceso productivo (es decir, s6lo funciona como un insumo de
produccion). A este factor se le denomina trabajo. La combinacion de
ambos factores (capital fisico y trabajo) tiene lugar en el proceso pro-
ductivo y desemboca en la produccion de més capital fisico, el cual
puede o no utilizarse nuevamente en el proceso productivo.

Siguiendo las hipotesis convencionales de la teoria del crecimiento
econdmico, consideremos que la estructura del mercado donde partici-
pan ambos agentes es de competencia perfecta. Es decir, el hogar y la
empresa actiian como agentes que toman sus decisiones independiente-
mente de los precios de mercado asociados a los insumos de produccion
y del bien representativo de consumo/produccion.

Por otra parte, suponemos que el hogar es el propietario de los fac-
tores de produccion, y su ingreso por la renta de dichos insumos a la
empresa, estara dado por:

YH = WKKH + WLLH (2)

Donde wg y w; denotan los precios del capital fisico Ky del trabajo
Ly rentados por el hogar. Tomemos ahora las dimensiones de cada tér-
mino de la ecuacion (2) y analicemos su congruencia dimensional. El
ingreso se expresa en términos de unidades monetarias recibidas en un
intervalo de tiempo, por ejemplo, dolares/mensuales. En consecuencia,
el ingreso es una observable econdmica de tipo flujo, y sus dimensiones
se expresan como:

Yl =

10 Aligual que en el caso del hogar y la empresa, representativos, este bien se puede
considerar como el agregado de todos los demas bienes del sistema.
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El capital fisico representa la cantidad de bienes que existen en un
instante de tiempo, es decir es una observable de tipo sfock. El trabajo,
a diferencia del capital fisico, representa una observable de tipo flujo,
ya que se mide en términos de unidades de trabajo utilizadas en un
intervalo de tiempo. Los precios representan cuantas unidades moneta-
rias equivalen a una unidad de capital fisico o a una unidad de trabajo.
Resumiendo:

2

= wl=—

Qk QL
Reescribamos la ecuacion (2) en términos de las dimensiones de cada
variable:

Kl = Qe [lul =, [wil =

[Yu] = [wgKy + wi Lyl

- ()0 ()

Por lo tanto, las dimensiones asociadas a la ecuacion (2) son:

() = a0+ (%) (3)

T T

Y esto muestra el primer resultado importante que resulta del analisis
dimensional de la ecuacion (2): la relacion que describe el ingreso del
hogar no es dimensionalmente congruente, ya que no se cumple que en
ambos lados de la igualdad se encuentren las mismas dimensiones. ;De
doénde proviene este fallo?

La incongruencia dimensional se genera por la distinta naturaleza
dimensional del capital. En la ecuacion (2) se asume que ambos fac-
tores, capital y trabajo, pueden sumarse entre si, simplemente porque
ambos factores se ven convertidos a unidades monetarias por medio de
la multiplicacién con sus precios, sin embargo, ambos factores tienen
una naturaleza distinta, ya que uno describe un stock, mientras que el
otro factor describe a un flujo.

Revisemos ahora qué pasa en el caso de la empresa. Tedéricamente
se considera que la empresa actiia conforme a la maximizacion de su
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beneficio. Asimismo, se supone que el proceso productivo depende so-
lamente de los insumos de produccion (capital y trabajo) y que dicho
proceso puede ser descrito mediante una funcioén de produccion F (Kg;
Lg). Es decir:

Yo = wgF(Kp; Lp) (4)
Por lo tanto, el beneficio de la empresa estara dado por:
m = WKF(KF; LF) - WKKH + WLLH (5)

Donde & denota el beneficio de la empresa reportado en unidades mo-
netarias obtenidas en un intervalo de tiempo, Y denota la produccion
realizada por la empresa expresada de igual forma en unidades mone-
tarias por periodo de tiempo, wx y w; son los precios del capital fisico
y del trabajo, y K Ly representan la cantidad de capital fisico utilizado
por la empresa y la cantidad de unidades de trabajo utilizadas en un
intervalo de tiempo.

Al igual que antes, reescribimos la ecuacion (5) en términos de las
dimensiones de cada término:

[7T] = [YF] = %, [F(KF! LF)] = %; [KF] = QK, [LF] = %

M
[WK]_QKI wy, _Q

En consecuencia:

[7] = [WgF(Kp; Lp) — (WgKp + wiLp)]

(7) = (@) (F)- G @+ () (7)

Y nuevamente se obtiene una inconsistencia en las dimensiones de la
expresion (5):

() ()~ oo ) ©
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Al igual que la inconsistencia de la ecuacion (2), ésta proviene del
hecho de que estamos comparando (sumando) dos términos de distinta
naturaleza, una cantidad de tipo stock (capital fisico) es comparada con
una cantidad de tipo flujo (trabajo). ; Cémo corregir esta inconsistencia
dimensional? Hay dos alternativas de solucion. La primera es conside-
rar la adicion de algiin término que tenga las dimensiones de T!, para
que el término wgK adquiera las dimensiones correctas. Sin embargo,
la introduccion de una constante dimensional es una solucion ad hoc,
principalmente sino hay alguna justificacion de su origen.

La segunda opcion es considerar una interpretacion distinta del tér-
mino K. No pensamos que es la cantidad de capital fisico la que afecta
al ingreso y al beneficio; mas bien, asumimos que la cantidad de capital
fisico utilizada en un intervalo de tiempo es la variable relevante.

Hay que tener en cuenta que el capital fisico puede incorporarse o
salir del mercado de los insumos productivos comportandose como un
flujo. Es decir, se incorpora a ese mercado el nuevo capital o el ya exis-
tente cuando éste se encuentra temporalmente ocioso. Sale del merca-
do al ser destruido, al dejar de funcionar por averia, al ser obsoleto o
cuando una determinada empresa cierra por sucumbir a la competen-
cia. Bajo esas consideraciones se justifica el considerar al capital fisico
como una variable de tipo flujo y no como una variable de tipo stock.

En consecuencia, la nueva interpretacion del término capital fisico,
la cual denominaremos como K, es totalmente distinta a la de K, ya
que la primera representa un término con la naturaleza de un flujo, el
cual podra verse como la cantidad de capital fisico utilizado en un in-
tervalo de tiempo!!. Esta interpretacion no debe parecer extrafia, sobre
todo si consideramos que el otro factor de produccion, L, es un término
tipo flujo.

11 Esta definicion va a proporcionar el eje de las modificaciones al modelo So-
low-Swan que se realiza en el presente trabajo de investigacion.

26



revista e economiay administracion

En consecuencia, denominemos a este nuevo término, K, como capi-
tal efectivo, el cual tiene asociado las dimensiones de un flujo de capital
fisico:

_ % (7)

(K] =

La introduccion de esta nueva interpretacion del término K resuelve la
inconsistencia dimensional de las ecuaciones (2) y (5), las cuales rees-

critas con la incorporacion de K resultan asi:

Yy = wgKy + wiLy (8)

7 = weF(Kp; Lp) — WKy + w,Ly) )

Se ha propuesto una modificacion a la interpretacion de las variables
involucradas en las ecuaciones (2) y (5). Sin embargo, este cambio se
aplico con poca argumentacion en la funcion de produccion. Ahora co-
rresponde argumentar suficientemente porqué la funcion de produccion
también debe incluir solamente variables de tipo flujo de stock (la deri-
vada respecto al tiempo de una variable de tipo stock).

Para comenzar, supongamos que no realizamos ninguna modifica-
cion a la funcidén de produccion, es decir, esta funcion sigue depen-
diendo de una combinacion de variables de tipo stock (la cantidad de
stock de capital fisico) y de tipo flujo (cantidad de unidades de trabajo
empleadas en un intervalo de tiempo). Por lo tanto, la expresion de los
beneficios (9) s6lo cambiard en la parte de los costos:

m=wgF(K,L)— (wgK+w,L) (10)

Donde hemos empleado las definiciones de K = K y de L = P. Asi, al
maximizar la ecuacion (10) obtendriamos:
JdF JoF wy JdF 11
_— 0 = ; —_— = _— O ( )
9K Wk oL~ wy 9K
Lo cual conduce a una contradiccion ya que los precios de los factores
de produccion siempre se consideran diferentes de cero. Por lo tanto, la
modificacion que realizamos anteriormente a la funcion de produccion
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(cuando se introdujo el capital efectivo K), es una condicion necesaria
para preservar el resultado de la igualdad entre las productividades mar-
ginales y los precios de los factores de produccion.

Con esa modificacion, el problema de la incongruencia dimensional
de la funcidn de produccién parecia quedar resuelto, ya que en nuestra
propuesta las dimensiones asociadas a la funcién de produccién son
las de una observable de tipo de flujo, mas especificamente de flujo de
stock de capital fisico:

_ Ok

[F(K L)] = T

Sin embargo, ;qué pasa cuando se especifica de forma exacta la estruc-
tura de la funcién de produccion F (K, L)? Por ejemplo, consideremos

la forma canénica de las funciones Cobb-Douglas!?:

) = | K (12)

Donde K; son los factores de produccion, y los exponentes o; son nu-
meros adimensionales que representan las elasticidades de sustitucion
de los factores de produccion, las cuales deben cumplir la condicion:

n

Y=t (13)

i

Para analizar las dimensiones tipicas de una funcion Cobb-Douglas
consideremos en primera instancia una funcion de Cobb-Douglas de-
pendiente de s6lo dos factores, el capital efectivo (K) y el trabajo (L).

F(K, L) = AK®[1~% (14)

12 Las funciones tipo Cobb-Douglas cumplen los supuestos neoclésicos de la fun-
cion de produccion (rendimientos decrecientes y constantes a escala). Asimismo,
satisfacen las condiciones de Inada y muestran factores de participacion cons-
tantes (a). Por estas razones, las funciones tipo Cobb-Douglas son ampliamente
utilizadas en los modelos de crecimiento econdmico.
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Siendo A una constante positiva que usualmente se adiciona con el
proposito de introducir el efecto que tiene la tecnologia sobre la produc-
cion. Tomemos las dimensiones de la funcion de Cobb-Douglas expre-
sada en (14):

Qk
[F(K, L)] = T

[ARL177] = [A][K]“[L]** = [A] (%) (%)H

Por lo tanto, para la funcion de Cobb-Douglas de dos factores (14),
obtenemos una inconsistencia en las dimensiones:

Q« Q\* (@' 7"
(F)=u(F) (7) (15)
Se debe sefialar que no hemos especificado las unidades de la cons-
tante 4, ya que no es claro como deberian ser las dimensiones de una
constante que pretende representar el efecto de la tecnologia sobre la
produccion. De hecho, en ninguna parte de la literatura sobre creci-
miento econdmico se especifica en qué unidades, y por ende en qué
dimensiones, se mide A. Usualmente se considera a 4 s6lo como una
constante o variable adimensional que simplemente aumenta el nivel
de produccion; sin embargo, si aceptamos que la constante es adimen-
sional, es decir ([4] = 1), la incongruencia dimensional de la funcion
Cobb-Douglas no se resuelve.

Por lo tanto, ;qué dimensiones deberia tener la constante 4, con-
siderando que los factores capital efectivo y trabajo tienen asociados,
respectivamente, las dimensiones % y QTP y éstas se ven afectadas por el
coeficiente de elasticidad a?

Analizando las dimensiones de la funcion de produccion, es cla-
ro que las dimensiones de 4 dependeran, de manera explicita, del valor
que adopte el pardmetro o e involucrardn una combinacién de dimen-
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siones. La obtencion de las dimensiones de 4 es directa, después de
unos pasos de algebra:

Q[( 1-a
1= (55 (16)
Esta constante dimensional homogeneiza toda la funcion de produc-
cion, dando como resultado global que las dimensiones sean de unida-
des de capital fisico por unidad de tiempo 2k . La generalizacion de la
constante dimensional 4 se puede obtener faara el caso de una funcién
de producciéon Cobb-Douglas que dependa de n factores de produc-

cion'3. Por ejemplo:
n
a;
1
i
i

. . . ., Q
Supongamos que cada factor K; tiene asociada una dimension 3. En

consecuencia, calculando las dimensiones de la funcion multifactorial
obtendriamos:

[F (K] = [A]

Por lo tanto, para que la igualdad anterior se cumpla, el factor 4 debe
tener asociadas las siguientes dimensiones:

n a;

@10 o

i

Finalmente, se puede observar que de la forma candnica dimensional de
la constante 4, (la expresion (17)), se puede recuperar en el caso de la
funcién de produccion dependiente de sélo dos factores.

13 La justificacion de como se pueden incorporar constantes que proporcionen cohe-
rencia dimensional a las funciones de produccion todavia es un tema en proceso
de investigacion
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2. El Analisis Dimensional del Modelo Solow-Swan
de Crecimiento.

El modelo de Solow-Swan es uno de los iconos de la metodologia eco-
noémica moderna sobre crecimiento economico, el cual fue presentado
simultdneamente en dos articulos publicados en 1956. Posteriormente,
Solow y otros economistas han desarrollado y ampliado el modelo con
el fin de proporcionar un marco analitico sencillo que permita modelar
los factores que intervienen en la mecénica del crecimiento econémico.

El nucleo del modelo de Solow-Swan es la ecuacion diferencial pro-
puesta por ambos autores, la cual modela la dindmica de la acumulacion
de capital fisico en base a dos factores: la produccion y el trabajo. Dicha
ecuacion diferencial es la siguiente!#:

K(t) = sY(t) — 8K (b) (18)

Donde las variables K(t),Y(f) representan, en la interpretacion original
del modelo (Solow, 1956; Swan 1956), el stock de capital fisico y la
produccion respectivamente, K (t) representa la variacion del stock de
capital fisico (es decir, la primera derivada respecto del tiempo de la
funcion del capital fisico) y los términos 5,0 son parametros que repre-
sentan la propension al ahorro y la tasa de depreciacion. La ecuacion
(18) propone que la variacion del capital fisico depende de dos factores:
uno es la porcion de la produccion asignada a la acumulacion de capital
(sY(?)) y el otro factor es la depreciacion del capital fisico (0K(¢)).

El modelo asume que la produccion Y(¢) puede ser descrita en pri-
mera instancia por una funcién de produccioén que depende de solo dos
factores, del nivel de stock de capital fisico y del flujo de unidades la-
borales (trabajo).

Y(t)=F(K,L) (19)

Asimismo, como la funcion de produccion cumple las propiedades cla-
sicas de rendimientos decrecientes y constantes a escala, es posible ex-

14 Esta ecuacion también puede expresarse como una ecuacion en diferencias.
La eleccion de una u otra formulacion matematica no afecta los resultados que
se obtendran.
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presarla en términos de una sola variable, la cual se define como el stock
de capital fisico por unidad de poblacion:

K@)
Por lo tanto, reescribiendo la ecuacion (18) en términos de la funcioén
de produccion (19) y de la nueva variable (20) se obtiene la llamada

ecuacion fundamental del modelo de Solow-Swan:

k() = sk(t) — (8 + n)k (o) (21)

Donde n representa la tasa de crecimiento de la poblacion. La ecuacion
(21) no se puede resolver de forma explicita si no se especifica antes la
funcion de produccion. Siguiendo la costumbre de los libros de texto
(Acemoglu, 2009), se propone la funcioén de produccién Cobb-Douglas:

F(K,L) = K¥[*@ (22)

De esta manera, al especificar la funcion de produccion, la ecuacion
diferencial original se transforma en:

f(t) = sk® — (6 + n)k(t) (23)

Ahora, iniciamos el andlisis dimensional del modelo. En primera ins-
tancia revisemos la homogeneidad dimensional de la primera ecuacion
diferencial del modelo de Solow-Swan (18). Reescribimos la ecua-
cién en funcion de las dimensiones de cada término:

k] =[] k1= (7) @0 = &

M\ M
[sY(D)] = [s][Y(©)] = (1) (7) ==

(K] = [S1IK(©)] = (;) ) = %
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Asi, la ecuacion (18) expresada en términos de las dimensiones de sus

variables quedaria:
()= 7)+ @ .

Lo cual muestra que hay una inconsistencia en la primera relacion del
modelo de Solow-Swan. Ahora, calculemos las dimensiones de la ecua-
cion fundamental de Solow-Swan (21):

kol = (7) (g2) = g7

=) (L) (Y (9 (9 _ (2
Lsk(®) = (6 + k()] = (1) (QPT> (T) (Q,,) - (QPT> (QPT)
El calculo muestra que para este caso no hay ninguna inconsistencia
dimensional, ya que:

o= (o) - (o) (25)

Sin embargo, la ecuacion (21) deja de ser consistente una vez que se
introduce la funcion de Cobb-Douglas, es decir la ecuacion (23):

[sk% — (8 + n)k(®)] = (1) (%)a - (%) (%) _ (%)a _ (%)

Por lo tanto:

1\ (Qk Q\*  (Qx
7)) (@) -G (26)
La primera inconsistencia, ecuacion (24), no es, hasta cierto punto, gra-

ve, ya que se corrige simplemente con la incorporacion del inverso del
precio de la produccion:

k() = WiKy(t) — 5K() 27)

La incorporacion del precio de la produccion se omite en muchas de
las exposiciones que se hacen sobre el modelo, en otras se menciona su
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introduccion, pero justifican la desaparicion del término precio al consi-
derar que dicha variable puede ser normalizada a la unidad (Acemoglu,
2009); sin embargo, si no se especifica explicitamente la incorporacion
del precio se obtiene una ecuacion incongruente desde el punto de vista
dimensional. Asimismo, si se sustituye la siguiente ecuacion (28), pro-
puesta en la seccion anterior:

Y(t) = wiF(K, L) (28)

en la ecuacion corregida (27), obtenemos la ecuacion equivalente a la
ecuacion original del modelo (18), con la unica diferencia que la nueva
ecuacion es dimensionalmente congruente, y considera la correccion a
la funcidn de produccion, de tal forma que ahora la ecuacion diferencial
involucra tres factores distintos, K, L y K.

K(t) = sF(K,L) — 6K(t) (29)

La anterior diferencia entre las ecuaciones (18) y (29) es el origen de la
incongruencia dimensional que surge cuando se incorpora la funcion de
Cobb-Douglas a la ecuacion fundamental del modelo de Solow-Swan
(23).

Prosiguiendo con la correccion dimensional, notamos que cuando se
incorpora la funcion de produccion equidimensional F (K, L) y, ademas,
se transforman las variables originales de dicha funcién a variables tipo
per capita, la funcion no se transforma en una funcidn univariable; a
diferencia de la funcion de produccion sin la correccion dimensional, la
cual si se transforma en una funcidn de una sola variable. Por lo tanto,
considérese nuevamente la funcion de produccion propuesta, que tiene
como variables al capital efectivo Ky al trabajo L, las cuales se relacio-
nan con los stocks de capital fisico (K) y de poblacion (P) a través de la
siguiente forma:

K(¢) = K(o), L(t) = P(¢) (30)

Por lo tanto, la funcion de produccion es equivalente a:

FK(®), L) = F (K(©),P(®)) (31)
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La funcidon (31) sigue preservando su naturaleza de funcién homo-
génea de grado uno, en K y P,y su carcter de convexidad negativa,
pero no respecto a las variables de stock de capital fisico y poblacion,
en su lugar las variables son las razones de cambio de dichos stocks, es
decir las variables flujo K y L. Calculemos la funcion (31) en términos
de produccion per capita:

K(t) P(t) 32
o F(KOL@) = F (P(t) P(t)) 2
Utilizando el supuesto de que el stock de poblacion crece a una tasa
constante n:

P(t)

—~l 33

o =n (33)
Y la definicion de capital fisico per capita (20) se obtiene la expresion
para el capital efectivo per capita:

K_K@® _ (PO O\, . y
PPE) (P(t)) (”(p(t))k(t) nk(@© +k@© (4

Por lo tanto, con la correccion propuesta, se obtiene una nueva funcioén
de produccion expresada solo en términos del capital per capita (20);
sin embargo, se ha obtenido una expresion mas complicada ya que la
funcion de produccion ahora va a depender de la tasa de crecimiento
de la poblacion y de la combinacion del stock y del flujo de stock del
capital fisico.

0 )F(]K(t) L(®) = f(nk(t) + k(t),n) (35)

Veamos un caso concreto. Consideremos la funcion de Cobb-Douglas
(14) descrita en la seccion anterior y obtengamos su expresion en térmi-
nos del capital fisico per capita:

(%) F(K@®),L(®) = A (%) Ke[1-@ (36)
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Nuevamente, considerando la relacion entre los flujos de stock Ky
L con sus respectivos stocks, K y P, y tomando en cuenta la ecuacion
(33) se obtiene:

f(nk(t) + fc(t),n) = An <§> (37)

Utilizando la definicion del capital fisico per capita (20) se puede de-
mostrar que:

K = Pk + kP (38)

En consecuencia, la funcion de produccion per cépita de tipo Co-
bb-Douglas, con la nueva incorporacion de las variables flujo es:

f(nk() + k(),n) = An (k(t) + ?) (39)

Y efectivamente, la funcidén de produccion per cépita depende de la tasa
de crecimiento de la poblaciéon n y también de una combinacion del
stock y del flujo de stock del capital fisico per capita. El calculo de las
dimensiones de la nueva funcion de produccion (39) no muestra ningiin
tipo de inconsistencia dimensional, como veremos a continuacion:
k®]"

[f(nk(@®) + k(t),n)] = [Alln] |k(t) + —

Q. _ (@)™ (1) (Q , ATV

o) BG+ar)
Por lo tanto, introducimos ahora la funcién de produccion per cépita
(39) en la ecuacion fundamental de Solow-Swan (21):

(40)

k(t)

k(t) = sdn <k(t) + T) — (6 + k(1) (41)
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Verificamos la congruencia dimensional de la ecuacion corregida del
modelo de Solow-Swan:

- Qk
k()] = =X
kO] =57

(42)

O (9 (1 (%

san <k(t) + ) — (§+nk®| =) (W> -(7) ()

n Qp

(L)) - ()

QpT QpT T7\Qp

Y tal como era de esperarse, no surge ninguna inconsistencia dimen-
sional, ya que hemos introducido una funcién de produccion adecua-
damente construida, que toma en consideracion las dimensiones de las
variables involucradas. Sin embargo, la homogenizacion de la funcion
de produccion ha tenido un costo en cuestion de simplicidad, ya que
ahora es una funcion que combina el stock de capital per céapita y su
razon de cambio, a diferencia de las funciones originales las cuales pue-
den expresarse s6lo como funcion del stock del capital fisico per capita.

3. Conclusiones

La teoria econdmica convencional se ha esforzado por tener el mismo
nivel de éxito, en la comprension y prediccion de los fendmenos econo-
micos, que el alcanzado por la ciencia en la comprension y prediccion
de los fendmenos naturales. Por esa razon, la teoria econémica ha emu-
lado los métodos analiticos, estadisticos y matematicos de las ciencias
naturales, acotandose a si misma, en un alto grado, a la formulacién
de modelos matematicos para explicar la realidad econdmica. Es decir,
esta teoria tiende a convertirse en un ejercicio de modelaciéon matema-
tica mas que en una verdadera disciplina cientifica de observacion. De
esta manera, aunque los economistas reclaman que la economia es una
ciencia objetiva y solida al igual que las ciencias naturales, actualmente
la economia esta construida sobre teorias, supuestos y modelos mate-
maticos, que son endebles y sumamente cuestionables desde el punto
de vista analitico, tal y como lo ha mostrado esta investigacion.
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Al hacer hincapi¢ en la adoracion de la técnica y la elegancia formal
de la matematica, la teoria econdmica se ha convertido en una suerte de
matematicas sociales que emplea términos econémicos. Esta tendencia
de la economia hacia el formalismo ha tenido consecuencias. Se ha so-
brevalorado la formalidad y la elegancia matematica en detrimento del
contenido, la consistencia y el argumento. Se atiende mas a la forma en
que una teoria econdmica o hipotesis es presentada, y se descuida su
contenido (Blaug, 1998). Ademas, los resultados de dicho programa de
formalizacion matemadtica han sido, en el mejor de los casos, insuficien-
tes o inadecuados. Comunmente se cree que cuando se disefia o utiliza
un modelo econdémico-matematico se hace economia, pero se olvida
que la mayoria de las relaciones propuestas en un modelo son relacio-
nes de naturaleza matematica, aunque con un contenido o significado
econodmico. Todas las inferencias son obtenidas matematicamente; y se
da poca atencion a si esas variables, conceptos y relaciones funcionales
tienen alguna semejanza o correlacion con la observacion del mundo
econdmico. Al no atender ese hecho fundamental, los economistas han
fallado en emular los métodos de las ciencias naturales en un aspecto
crucial: considerar el uso correcto de las dimensiones.

En la presente investigacion hemos demostrado como el andlisis di-
mensional ha sido omitido en numerosas relaciones economicas de la
teoria convencional, y del modelo analizado, lo cual lleva a una con-
clusion definitiva, y que creemos es necesario sefialar para juzgar apro-
piadamente el actual papel de la modelacion econdmica: ciertas partes
de la teoria econdmica adolecen de fallas analiticas importantes, y estas
fallas son transmitidas a los modelos que se sustentan en dicha teoria,
siendo uno de ellos el modelo de Solow-Swan.

En el proceso de correccion de la inconsistencia dimensional del
modelo de Solow-Swan obtuvimos una nueva ecuacion diferencial del
modelo (41) que carece de las inconsistencias dimensionales de la ecua-
cidn original; sin embargo, ha pagado un precio significativo en cuanto
a simplicidad, ya que ahora la ecuacion dindmica se ha vuelto mas com-
plicada debido a la incorporacion del término k dentro de la funcidn de
produccion. Asimismo, la incorporacion de dicho término impide resol-
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ver la ecuacion de forma analitica, ello implica que el analisis dindmico
del modelo solo pueda ser realizado mediante simulacion numérica. De
igual forma, un analisis estatico del modelo equidimensional esta fuera
de toda cuestion debido a la no linealidad de la ecuacion dindmica.

No obstante, la dindmica que presenta la nueva ecuacion equidimen-
sional del modelo de Solow-Swan pudiera ser mas rica y compleja en
relacion al comportamiento de la acumulacion del capital fisico per ca-
pita, ya que ahora, esta acumulacion dependera directamente del valor
del coeficiente de distribucion o y de la tasa de crecimiento de la pobla-
cion n, ademads de la introduccion del mismo término de acumulacion k,
el cual provoca una fuerte no linealidad en la dindmica del modelo. Es
importante mencionar que un analisis exhaustivo de la nueva ecuacion
queda fuera de las posibilidades de este articulo, serd materia de una
investigacion futura.

Por lo tanto, el conflicto de un modelo econdémico que viola el prin-
cipio de homogeneidad dimensional, aunque intuitivamente ha sido
atractivo por su simplicidad para toda una corriente de pensamiento, va
contra alternativas de modelacion que podrian ser dimensionalmente
correctas, como la propuesta en este trabajo, y carece de la simplicidad
analitica de los modelos previos. Esto es dificil de resolver dado que
existe un amplio espectro de modelos econdmicos con diferentes es-
tructuras y supuestos. Pudiera ser que los modelos se adapten sin mayor
complicacion al principio de homogeneidad dimensional, y por ende
sus interpretaciones y predicciones no cambien de forma sustancial.
Pero, creemos que es igual de probable que exista un buen niimero de
modelos econdmicos que no resistan la aplicacion del principio de ho-
mogeneidad dimensional, lo cual conllevaria a poner en cuestionamien-
to la factibilidad tedrica y analitica de sus supuestos y predicciones.

Por ultimo, nos permitimos indicar al lector la direccion que seguira
nuestra investigacion. Consideramos que es necesario analizar a pro-
fundidad los fundamentos microecondémicos de la teoria econdmica
convencional, con el fin de identificar posibles errores analiticos de mo-
delacion. Haremos uso del andlisis dimensional en otros campos de la
teoria econdmica, con el proposito de sefialar si la omision del analisis
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dimensional es algo aislado u ocurre de forma sistemadtica en la teoria.
Intentaremos fundamentar con mayor rigor los principios del analisis
dimensional, enfocados al campo de la economia, ya que, sobre este
punto, ain quedan varias cuestiones tedricas por responder. Asimismo,
investigaremos cudles son las consecuencias de formular un modelo
econdomico dimensionalmente correcto, como el que se ha propuesto en
este articulo, y cuéles son las diferencias entre las predicciones de este
modelo y del modelo original.
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