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Resumen

Presentar una revision critica a los modelos basicos de crecimiento eco-
némico es el objetivo principal de esta investigacion. Se estudia con
minuciosidad el modelo de Solow-Swan. Se identifica su base teorica,
su estructura y su funcionamiento. Se hace una evalucion del mode-
lo explicitando sus resultados y sus limitaciones. A continuacion, se
analizan las modificaciones y ampliaciones mas importantes al modelo
Solow-Swan; es decir, se analiza ese modelo con progreso tecnologico,
con funciones de produccion tipo AK, con capital humano, con mejoras
en el modelado de la poblacion y con contaminacion. Para cada uno de
estos modelos se sefialan sus objetivos, sus resultados y sus limitacio-
nes. Asimismo, se analiza la validacion econométrica de los modelos.
En la ultima seccidn, se efectiia una evaluacion critica de todos los mo-
delos investigados, con énfasis en los supuestos de la teoria econdmica
que son los supuestos de los modelos de crecimiento. También se discu-
ten las implicaciones del formalismo de la ciencia econdmica y del area
del crecimiento econdmico. Finalmente, se presentan las conclusiones
y se sefiala la trayectoria que seguird nuestra investigacion sobre el cre-
cimiento econdmico.
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Introduccion

El crecimiento econdomico es uno de los problemas macroecondmicos
fundamentales de una economia moderna; sin embargo, mas que un
problema exclusivamente econdémico, el crecimiento es un problema
social de primera importancia por sus implicaciones para las personas.
Un pais con un crecimiento econdmico deficiente es mas propenso al
empobrecimiento y enfrentard una mayor inestabilidad politica y so-
cial si no corrige el estancamiento econdémico. Los ejemplos histéricos
de esa situacion son numerosos, se tiene el caso del magro desarrollo
econdmico y social de los paises latinoamericanos contra el desarro-
llo sostenido de los principales paises de Europa Occidental. De esta
manera, entender qué marco la diferencia entre el crecimiento de los
paises avanzados y el crecimiento de los paises pobres es un tema de
suma importancia, principalmente para las naciones que no han logrado
desarrollo pleno.

Los resultados de nuestras primeras indagaciones han mostrado que
el anélisis moderno del crecimiento econdomico esta dividido en dos
vertientes. La primera, estd enfocada al estudio de los factores econo-
micos inmediatos a través de la construccion de modelos matematicos
fundamentados en la teoria econdmica neoclasica. La otra vertiente
analiza las causas fundamentales del crecimiento econémico; en este
nivel son clave la cultura, la geografia, la desigualdad econémica y las
instituciones (politicas y econdmicas) como variables que inciden sobre
la productividad y el crecimiento.

La presente investigacion se concentra en la primera vertiente, es
decir, en los modelos de crecimiento de la teoria econémica neoclasica.
Empero, debido a la vastedad de modelos que se han construido, se
tomo la decision de elegir, en primera instancia, las aportaciones pio-
neras y dejar para el futuro inmediato las mas recientes. Asimismo, es
importante sefialar que el presente articulo emana de nuestro proyecto
de investigacion de largo plazo que pretende incorporarse al debate que
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por siglos ha captado la atencion de muchos cientificos sociales: (por
qué algunos paises son ricos y la mayoria de paises son pobres o porqué
al interior de ellos un grupo pequefio es rico y la mayoria de la pobla-
cion es pobre?

La primera seccion describe y analiza algunos fundamentos tedricos
clave que comparten los seis modelos de crecimiento que se consideran
en nuestra investigacion. Estos fundamentos estan relacionados princi-
palmente con los conceptos del agente y la empresa representativos, los
factores de produccion y la funcion de produccion. Esta tarea se considera
esencial en cuanto contribuye a la comprension cabal de los seis modelos
y explicita el sustento tedrico de los mismos, lo cual es importante para
entender el alcance y la relevancia de los modelos de crecimiento econo-
mico. Posteriormente, en la segunda seccion del articulo, se estudia con
minuciosidad el modelo pionero de Solow-Swan. Se analiza su base teo-
rica, su estructura y su funcionamiento. Finalmente, se evalta el modelo
explicitando sus resultados y sus limitaciones.

En la tercera seccion, en ella se analizan las modificaciones y amplia-
ciones mas importantes al modelo Solow-Swan. Es decir, se analiza el mo-
delo Solow-Swan con progreso tecnolégico, con funciones de produccion
tipo AK, con capital humano, con mejoras en el modelado de la poblacion
y con contaminacion. Para cada uno de estos modelos se sefialan sus ob-
jetivos, sus resultados y sus limitaciones. En la cuarta seccion, se analiza
la validacion econométrica de los modelos de crecimiento discutidos en el
presente articulo de investigacion.

En la ultima seccion, se efectiia una evaluacion critica de todos los
modelos investigados, con énfasis en los supuestos tedricos de la teoria
econdmica que son los supuestos de los modelos de crecimiento. Asimis-
mo, se ponen de relieve las implicaciones del formalismo de la ciencia
econdmica y del area del crecimiento econdémico. Todo ello para alcanzar
el objetivo principal de esta investigacion: una revision critica de los mo-
delos basicos de crecimiento econdmico.
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Finalmente, se presentan las conclusiones y se sefiala la trayectoria que
seguira nuestra investigacion sobre este tema tan relevante y lleno de de-
safios.

1. Algunos aspectos fundamentales de los modelos

John Stuart Mill sostenia que la economia politica era la ciencia que ense-
fla a un pais como volverse rico. Posteriormente, Alfred Marshall sustitu-
yo el término economia politica por el término teoria econdmica y redujo
considerablemente el dominio de la ciencia economica.

El mensaje basico de Marshall era simple: bajo ciertas condiciones, un
sistema econdmico basado en la libre competencia creard una distribucion
optima de los recursos escasos que la sociedad tiene a su disposicion para
satisfacer las necesidades de sus ciudadanos’®. De esta manera, la ciencia
econdmica se convirtid en la teoria que estudia el comportamiento hu-
mano como una relacion entre los fines y los medios escasos, los cuales
pueden tener usos alternativos. En una terminologia méas moderna, esta
disciplina se intent6 convertir en una ciencia universal de toma de decisio-
nes bajo condiciones restrictivas y de escasez.

En este enfoque neoclasico, el mundo esta poblado solamente por in-
dividuos (consumidores y productores) que persiguen su interés personal.
Se asume que las empresas, los Estados y otros agentes econdmicos son
agregados de esos agentes individuales. Se asume que cada individuo (sin
importar su etnicidad, clase, o identidad nacional) actia racionalmente
(empleando un célculo de costo beneficio) para alcanzar su interés per-
sonal. No hay diferencias fundamentales entre agentes econémicos ame-
ricanos, asiaticos, europeos o africanos. Se da por hecho que todos estan
buscando los mismos objetivos economicos. Lo unico que diferencia a las
sociedades son las restricciones externas en la toma de decisiones y las
oportunidades que deben aprovecharse.

3 Overtveldt (2007: 197).
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Por lo que respecta a las empresas, éstas deben, independientemente
de su nacionalidad, optimizar bajo restricciones dadas y responder efec-
tivamente a las oportunidades, en los mercados altamente competitivos
o cerrar. Desde esta perspectiva, la propiedad de los medios de produc-
cion y el origen nacional de las empresas son totalmente irrelevantes.

Los modelos basicos de crecimiento econdmico, en particular el mo-
delo de Solow-Swan y sus ampliaciones, comparten este mundo social
al ser parte fundamental de la teoria econémica neoclasica. Este hecho
obliga a explicitar, en la presente seccion, las partes mas importantes de
los modelos para entenderlos mejor y ponerlos en contexto?.

1.1. La familia y la empresa representativas

Los modelos de crecimiento que analizamos en el presente articulo con-
sideran una economia en la que existe un solo mercado donde interac-
tuan un gran nimero de agentes econdmicos, los cuales se pueden agru-
par en: consumidores (agentes o familias) y productores (empresas).

Al no contener los modelos ninguna hipdtesis sobre las preferencias
de los consumidores, es decir, al no incorporar un problema de optimi-
zacion de la utilidad, éstos suponen que todos los agentes que partici-
pan en la economia son homogéneos. La homogeneidad de los agentes
permite suponer que todas las decisiones econdmicas que se realizan
(consumo, ahorro, inversion, etc) pueden ser representadas por las de-
cisiones de un solo agente representativo. Asimismo, se supone que en
esta economia los productores y los bienes que producen también son
homogéneos. Si todos los productores tienen acceso a las mismas for-
mas de produccion, entonces podemos representar todas sus decisiones
econdmicas a través de las decisiones de una sola empresa representa-

4 Esta seccion esta basada principalmente en Acemoglu (2009: 26-34) y en Vialar (2009: 509-517).
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tiva. Esta simplificacion permite construir una funcién de produccion
agregada para todo el conjunto de la economia:

Y(t) = F(K,(t)), i=1,2,..n (1)

Donde la produccion agregada (Y (¢)) de un unico bien representativo
estd en funcion de i =1, 2, ..., n factores de produccion (K (7). En la
mayor parte de los modelos de crecimiento econdmico se requiere que
la funcion de produccidon cumpla la siguiente condicion:

Condicion 1. La funcion de produccion F : k. —H_es dos veces diferen-
ciable en K (1), y satisface:

oF
0?F
FKlKl(Kl) = W <0

Esta condicion es importante, porque garantiza que la funcion de pro-
duccion agregada sea monotona, creciente y concava. Por otra parte,
la condicion 1 también garantiza que los productos marginales de los
factores de produccion sean positivos y con rendimientos decrecientes;
es decir, la adicion de una unidad mas del factor de produccion tendra
un efecto cada vez menor en el incremento de la produccion. Una con-
dicion adicional que se requiere de la funcidon de produccion es que
muestre rendimientos constantes de escala:

Condicion 2. La funcion de produccion F es una funcion homogénea
de grado uno en todas sus variables K (1), es decir:
F()‘Kz(t)) = )‘F(Ki(t>)

La condicion 2 establece que si se duplican la cantidad de todos los
factores de produccion, ésta se duplicard exactamente.
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Una vez establecidas las anteriores condiciones, se determina como
van a interactuar los consumidores y los productores. Como una pri-
mera hipoétesis, se parte del supuesto de que el agente y la empresa
representativa van a interactuar en una condicion de mercado compe-
titivo, en la cual el agente es el propietario de la dotacion inicial de los
factores de produccion y la empresa es la arrendataria de los insumos
de produccion.

La condicion de equilibrio del mercado se cumple cuando la deman-
da de los factores de produccion por parte de la empresa es igual a la
oferta suministrada por el agente:

K(t) = K;(t) (2)

Donde K (#) la demanda de los factores de produccion y ki(t) denota la
oferta de los factores de produccion. La condicion establecida en (2) se
debe cumplir para cualquier periodo .

Asimismo, se supone que el agente suministra los factores de produc-
cion de forma ineldstica; es decir, siempre existe una dotacidn inicial
de los factores de produccion, los cuales son suministrados constante-
mente, independientemente de su precio de mercado. Por otra parte, se
supone que la empresa busca maximizar sus ganancias (n(¢)), enton-
ces, bajo el supuesto de que existe una funciéon de produccioén agre-
gada (1), el problema de maximizacion de la empresa esta dado por:

méx m(t) = mé
Ki Ki

F(K;) — Z wz’(t)Kz'] (3)

Donde w,(¢) es el precio de los factores de produccion. No hay
ningun precio multiplicando a F' (K,), ya que el precio del bien
final puede ser normalizado a uno. El equilibrio de merca-
do implica que la empresa debe lograr cero ganancias; pues de
otra manera, la empresa buscaria contratar grandes cantida-
des de los factores de produccion; sin embargo, rebasaria la can-
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tidad de equilibrio ofertada por el agente. Entonces, se tiene que los
precios de los factores de produccion deben satisfacer la condicion:

OF
= 9K, (4)

w;(t) = Fi, (K;)

Es decir, la empresa contratara los insumos de produccion hasta el punto
donde los precios marginales de los factores de produccion sean iguales
a los de dichos insumos. Por lo tanto, se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1 Si las condiciones 1 y 2 se cumplen, entonces en la
condicion de equilibrio del mercado, las empresas (empresa represen-
tativa) hacen cero ganancias, y en particular la produccion agregada
estd dada por:

Y(t) = Z w; (1) K;(t)

El resultado de la proposicion 2.1 implica que el pago a los insumos
de produccion agota por completo el valor de la produccion fabricada,
por lo que no hay ganancias econdémicas en el estado de equilibrio del
mercado. Debido a que la empresa hace cero ganancias, su propiedad
no necesita ser especificada, todo lo que se necesita saber es que la em-
presa es un agente que maximiza ganancias. Por otra parte, de la ecua-
cion (1) y de la condicion de equilibrio (2) se observa que el ingreso que
percibe el agente ( ¥(#)) por el suministro de los factores de produccion
estd dada por:

V()= wi(t)K;(t) = Y(t) (5)
i=1
El resultado de la ecuacion (5) nos permite considerar (como también

se hara en los siguientes modelos) que el ingreso que percibe el agente
es igual al valor de la produccion agregada (es decir, a los ingresos pro-
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venientes de la produccion). Por consiguiente, aunque el agente no sea
el que dirige el proceso productivo, sus decisiones de consumo, ahorro
e inversion son las unicas que realmente importan en estos modelos ba-
sicos que consideran la existencia de un solo mercado de competencia
perfecta.

1.2. Los factores de produccion

Hasta ahora solo se ha mencionado que el agente cuenta con una dota-
cion inicial de n factores de produccion, los cuales son indispensables
para el proceso productivo; sin embargo, ;cudles son los factores que se
consideran en los modelos de crecimiento?

Los factores o insumos de produccion que se consideraran primor-
diales son basicamente cuatro: el capital fisico (K(?)), el capital humano
(H(?)), el trabajo (L(?)) y la tecnologia (A4(¢)). Las razones que han lle-
vado a la eleccion de estos factores estan sustentadas principalmente en
observaciones empiricas. Tradicionalmente, los factores que siempre
se han considerado han sido el capital y el trabajo; no obstante, se han
incorporado factores adicionales cuando los resultados de los modelos
han sido insatisfactorios.

A continuacién mencionaremos algunas de las principales caracte-
risticas que poseen los factores de produccion. Estas son importantes
porque, en gran medida, son estas caracteristicas las que determinan
la estructura de las funciones de produccién que se consideran en los
modelos de crecimiento econdémico.

El capital fisico K(7) representa los recursos u objetos que son ne-
cesarios para la produccion, como la maquinaria, las herramientas, los
inventarios, la infraestructura, etc. El capital fisico tiene cuatro carac-
teristicas clave:

1. Es productivo. Su uso aumenta la cantidad de bienes que pueden
producir los trabajadores.
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2. Es producido. Se necesita construir o crear a partir de recursos
naturales’® o del capital fisico existente; esto implica que una par-
te de la produccion siempre esta asignada a la produccion de mas
capital.

3. Esrival en su uso. Un bien de capital solo puede ser utilizado por
un numero limitado de trabajadores cada vez; incluso en el caso
de la infraestructura (por ejemplo, las redes viales), aunque sea
utilizada por un gran niimero de personas, ésta tiene una capaci-
dad finita de utilizacion.

4. Es perecedero. Los bienes de capital sufren un desgaste o de-
preciacion por el uso o por el paso del tiempo. En gran parte,
la inversion realizada en la economia esta dedicada a reponer
el capital que se ha depreciado.

El capital humano H(t) representa el conjunto de conocimientos, habili-
dades, competencias y otras caracteristicas relacionadas con la produc-
tividad del trabajo; es decir, el capital humano representa la eficiencia
de las unidades de trabajo. Este término se origina en la observacion de
los individuos, que invierten en la mejora de sus habilidades y compe-
tencias laborales de la misma forma en que las empresas invierten en su
capital fisico para incrementar su productividad.

El capital humano tiene las mismas caracteristicas que el capital fi-
sico, a excepcion, quizas, de la rivalidad en su uso. Esta diferencia es
utilizada en la argumentacion de muchos modelos de crecimiento eco-
némico, que consideran que el capital humano no muestra los rendi-
mientos decrecientes que presenta el capital fisico; sin embargo, no es
del todo aceptada esta suposicion.

El factor trabajo L(¢) puede ser considerado de diferentes formas, por
ejemplo, puede representar la poblacion econdmicamente activa o el nime-

5 En la literatura sobre crecimiento econémico es mas comun encontrar el término capital natural.
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ro de horas de trabajo que se pueden otorgar a la produccion. Al igual que
el capital fisico, el trabajo también es productivo, ya que la incorporacion
de mas trabajo implica un aumento en el nivel de produccion. Sin embargo,
el trabajo no es generado a través del proceso productivo; de hecho, en la
mayor parte de los modelos de crecimiento se considera que el suministro
de trabajo es independiente de las variables consideradas en los modelos.

El altimo factor a considerar, la tecnologia A4(7), es mas dificil de des-
cribir, ya que involucra diversos procesos y existen diversas teorias acer-
ca de como éstos se pueden modelar. A pesar de ello, se puede considerar
a la tecnologia como un factor que mejora la eficiencia de los factores de
produccion o incluso cambia la forma en que se combinan. En particular,
este factor puede ser considerado como el motor del crecimiento econ6-
mico de largo plazo, pues la tecnologia permite superar las limitaciones
que imponen los rendimientos decrecientes del capital y el trabajo.

1.3. La funcion de produccion

La forma en que se modela la relacion entre la produccion y los factores
productivos es a través de una funcion de produccion. Esto es, una des-
cripcion matematica de como se relacionan los factores para dar lugar al
proceso productivo. La forma general de las posibles funciones de produc-
cion ya ha sido descrita en (1); sin embargo, para fijar las ideas presentadas
previamente podemos introducir los dos factores estandar que usualmente
se consideran en los modelos de crecimiento. Considérese que la funcion
de produccion solo depende de los factores capital fisico y trabajo:

Y(t) = F(K(1), L(1)) ©

/

Si incorporamos las condiciones 1 y 2 en la funcion de produccion (6)
se obtienen los siguientes resultados:
oF oF

Fie(K,L) = 52 >0, Fi(K,L)= 72 >0 (7)
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0*F 0*F
FKK(K,L):aKZ < 0, FLL<K,L):@<O (8)
FOMG, L) = AF(K, L) 9)

Las condiciones (7), (8) y (9) implican que el capital y el trabajo mues-
tran rendimientos decrecientes en la produccion cuando actuan de for-
ma independiente, pero constantes a escala cuando ambos factores au-
mentan en la misma proporcion. Es en estas condiciones donde esta
codificada la rivalidad de uso del capital.

En adicion a las condiciones 1 y 2 que la funcidn de produccion debe
satisfacer, las siguientes condiciones limite son a menudo impuestas
en el analisis del crecimiento econdémico para asegurar la existencia de
estados estacionarios:®

Condicion 3. La funcion de produccion F debe satisfacer:

lim Fr(K,L)=0, lim F (K,L)=0 (10)
K—o0 L—co

lim Fr(K,L) =00, limF,(K,L)=o00 (11)
K—0 L—0

F(0,L)=0 (12)

F(K,0)=0 (13)

La justificacion economica de las condiciones (10) y (11) proviene de los
datos empiricos observados. Los primeros incrementos de capital y de tra-
bajo (cuando K y L son cercanos a cero) son altamente productivos; es de-
cir, tienen un gran efecto en la produccion, pero cuando ambos factores son
suficientemente abundantes (cuando K y L son muy grandes), sus produc-
tos marginales son cercanos a cero. Las condiciones (12) y (13) establecen
la necesidad del capital y el trabajo en el proceso productivo.’

6 El economista Ken-Ichi Inada fue el primero que enuncio estas condiciones, por lo que a menudo se les
conoce como las condiciones de Inada.

7 En ocasiones estos supuestos son relajados, especialmente en los modelos de crecimiento enddgeno,
donde a menudo no se considera indispensable la contribucion del trabajo.
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Las condiciones impuestas hasta ahora a la funcién de produc-
cion restringen en gran medida el nimero de funciones que pue-
den utilizarse, aunque se han construido funciones que satisfa-
cen dichas condiciones, en especial la funcion de Cobb-Douglas:®

Y(t)=F(K(@),L#t)=K@®*Lt)" 0<a<l (14)

Esta funcion es la mas utilizada en los modelos de crecimiento econo-
mico, ya que, ademas de satisfacer las condiciones 1, 2 y 3, permite
representar de forma sencilla el comportamiento de la produccion.’ El
coeficiente (o) representa el grado de distribucidon del ingreso entre el
capital y el trabajo. Un mayor a implica que la mayor parte del ingreso
proveniente de la produccion esta dedicado al capital; ocurriria el efecto
contrario si a disminuye.

2. Modelo de Solow-Swan

El modelo de Solow-Swan, nombrado asi en honor a los economistas
Robert Solow y Trevor Swan, fue presentado simultaneamente en dos
articulos publicados en 1956.'° Posteriormente, Solow y otros econo-
mistas han desarrollado y ampliado el modelo con el fin de proporcio-
nar un marco analitico que permita modelar los factores que intervie-
nen en la mecanica del crecimiento econdémico. Se puede considerar
el modelo de Solow-Swan como uno de los iconos de la metodologia
moderna sobre crecimiento economico.

Antes de la construccion del modelo de Solow, las estrategias para
estudiar el crecimiento econdmico estaban basadas en el modelo de-
sarrollado por Roy Harrod y Evsey Domar. El modelo de Harrod-Do-

8 Esta funcion fue propuesta por el matematico Charles Cobb y el economista Paul Douglas en 1928.

9 Sin embargo, existe una discusion interesante acerca de la fundamentacién microeconémica de la funcion
y de su coherencia dimensional en las unidades de medida del capital y el trabajo. Véase Barnett (2004)
y Baiocchi (2012).

10 Solow (1956) y Swan (1956).
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mar enfatizaba los potenciales aspectos disfuncionales del crecimiento,
por ejemplo, la existencia simultanea de crecimiento y desempleo. Sin
embargo, el modelo de Solow-Swan pronto desplazo6 al modelo de Ha-
rrod-Domar porque sus caracteristicas mostraron ser una base mas so-
lida para la construccion de modelos mas sofisticados que permitieran
entender la mecanica del crecimiento. La esencia del modelo de So-
low-Swan (a diferencia del modelo de Harrod-Domar) es la funcion de
produccion neoclasica. Dicha funcién permite relacionar el modelo de
Solow-Swan con los fundamentos microecondémicos de la produccion
y también le permite ser un puente entre la teoria y los datos empiricos.

2.1. El modelo

El modelo est4 construido sobre los supuestos establecidos en la sec-
cién 1 mas algunos otros. Es un modelo de economia cerrada sin par-
ticipacion gubernamental, en la cual existe un solo sector o mercado.
Asimismo, en esta economia existe un Unico agente econémico o fa-
milia representativa que posee unicamente dos factores de produccion:
capital fisico (K(?)) y trabajo (L(%)).

La descripcion matematica de como se combinan los factores de pro-
duccidn es proporcionada por la funcion de produccion:

Y(t) = F(K(1), L(1)) (15)

Por otra parte, en el caso de una economia cerrada, los ingresos prove-
nientes de la produccion (Y (7)) se pueden desglosar en dos rubros, el
consumo (C(¢)) y la inversion (/(¢)):

Y(t) = C(t) + I(t) (16)

El modelo considera que el agente ahorra una proporcion fija de
su ingreso (es decir, existe una tasa de ahorro constante (s), la cual
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se considera exdgena al modelo). En una economia cerrada el ahorro
es igual a la inversion, por lo tanto:

S(t) = sY (1) (17)
I(t) = S(t) = sY(t) (18)

Asimismo, la parte del ingreso que el agente dedica al consumo es:
Ct) = (1 =s)Y(t) (19)

La acumulaciéon de capital por parte del agente responde en primera
instancia a dos factores: uno es a la inversion que se realiza para produ-
cir mas capital, y el segundo es la depreciacion o desgaste que sufre el
capital. Se considera que el capital se deprecia a una tasa constante (),
la cual también se considera exogena. Por lo tanto, la tasa de cambio del
capital es igual a la inversion realizada para acumular capital menos la
cantidad depreciada de capital, es decir:

dK .

— =K=1()—-6K(t) (20)
dt

Sustituyendo la inversion en términos de la produccion se obtiene la

ecuacion de evolucion del capital:
K =sY(t) = 6K(t) = sF(K(t), L(t)) — 6 K(¢t) (21)

Como la dotacion de trabajo es inelastica, la cantidad que se incorpora

en la produccion solo depende del crecimiento poblacional. Como una
primera aproximacion se supone que el crecimiento de la poblacion
ocurre de forma exdgena con una tasa constante de crecimiento (n):

i 22
=" (22)
Es importante sefialar que si se quiere estudiar la evolucion del capital,
no es conveniente considerarla en términos absolutos, sino en términos
de capital por trabajador, debido a que lo mensurable en los estudios
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empiricos son las diferencias en el capital y la produccién normalizadas
respecto de la poblacion. Por lo tanto, se define una nueva variable, el
capital per capita:

k(t) = [[f’((:))

De la anterior expresion se obtiene la relacion:

k(t)y Kt L K()
WSRO LokD " (23)

Reescribiendo:

k(t) _ FK(1), L(1))
k(?) K(t)

— (n+96) (24)

Por las propiedades que cumple la funcion de produccion,' se puede
definir una nueva funciéon de produccion que dependa solamente del
capital per capita:

FK(t), L(t)) _ F(K

v =—"15 Z:1) = f(K)

Donde y(#) se interpreta como la produccién per capita. Sustituyendo
la nueva definicion de la funcion de produccion en la ecuacion (24) se
obtiene la ecuacion fundamental del modelo Solow-Swan:

k() fk()

N — 2

0 s 0 (n+96) (25)
Las soluciones de la ecuacion fundamental de Solow-Swan depende
de los parametros s, n, 8 y de la eleccion de la funcion de produccion
flk(1)). Al resolver (25) se estaran determinando las trayectorias del ca-
pital per capita y por ende la evolucion de la produccion per cépita.

11 Ver Condicion 2.
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La ecuacion (25) no se puede resolver de forma explicita si no se es-
pecifica la funcion de produccion per capita. Aunque se pueden estudiar
algunas propiedades de la ecuacion al analizar sus puntos de equilibrio
o estados estacionarios. Mediante la definicion de punto de equilibrio
tenemos que, para el modelo Solow-Swan, existen solo dos puntos de
equilibrio:

k=0 (26)
. sf(E)
K= (27)

El primer punto de equilibrio carece de importancia econémica ya que
suponemos que las condiciones iniciales del capital per capita son siem-
pre positivas (k(0) > 0). Para el segundo punto de equilibrio tenemos las
siguientes proposiciones:!?

Proposicion 3.1 Suponiendo que las condiciones 1 y 3 se cumplan,
entonces el modelo de Solow-Swan tiene un solo estado estacionario
donde la produccion per capita estd dada por:

y' = f(k")
y el estado estacionario del capital per capita satisface (27). Asimismo,

el consumo per capita en el estado estacionario del agente representa-
tivo esta dado por:

¢t = (1=s)f(K)

Proposicion 3.2 E/ punto de equilibrio descrito por (27) tiene una es-
tabilidad asintotica global. Para cualquier k(0) > 0 la trayectoria del
capital per capita k(t) converge monotonicamente a k*.

La primera proposicion indica que en el modelo existe un posible
y unico estado estacionario, tanto para el capital como para la produc-

12 Acemoglu (2009: 39-40)
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cion. El valor de este estado depende en ultima instancia de las tasas
de ahorro, del crecimiento poblacional y de la depreciacion del capital.

La segunda proposicion sobre el tipo de estabilidad del punto de
equilibrio implica que la evolucion del capital per capita es convergente
en el largo plazo al estado estacionario determinado por k*, indepen-
dientemente de cudles hayan sido las condiciones iniciales de las que
se haya partido.

El anélisis de los puntos de equilibrio del modelo Solow-Swan nos
ha proporcionado la informacion necesaria sobre el comportamiento
dindmico de la produccion y del capital. Con el fin de clarificar los re-
sultados obtenidos podemos estudiar de forma explicita las soluciones
de la ecuacion (25). Para resolver de forma explicita la ecuacion fun-
damental de Solow-Swan se necesita especificar cual es la funcion de
produccion. Introducimos la funcidon de produccion de Cobb-Douglas:

Y(t) = F(K(t),L(t) = K(t)*L(t)"° (28)

Al utilizar las propiedades de homogeneidad de la funcion de produc-
cion podemos reescribir (28) como:

Y(t) _ (K()\~ o
0 (m) = k(t) (29)
Sustituimos (29) en la ecuacion fundamental de Solow-Swan:
@ = sk(t)a —(n
ORMTONY )
Reescribiendo:
k() 4+ (n 4 0)k(t) = sk(t)® (31)

La ecuacion (31) es una ecuacion de Bernoulli, y puede ser resuelta
al realizar un cambio de variable que transforme (31) en una ecuacion
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diferencial lineal.”® Por lo tanto, las trayectorias solucion del modelo
Solow-Swan estan dadas por:

k(t) =

+<ké—a_ s >6—(1—a)(n+6)t (32)

|
t
0 20 40 60 80

Figura 1: Soluciones a la ecuacion de Solow-Swan con distintos niveles de capital inicial, considerando los
parametros o= '/, n=0,1,8=0,1y s =0,3

Algunas trayectorias solucion de la ecuacion (31) para distintos valores
iniciales de capital per capita (k) se muestran en la figura 1. Se obser-
va que, independientemente del nivel inicial de capital per cépita, la
evolucion del capital tiene un comportamiento convergente al estado

13 Ver anexo
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estacionario, lo cual concuerda con el andlisis previo de la estabilidad
del punto de equilibrio.

La diferencia entre los puntos de partida k y el estado estacionario
k* esta relacionada con el exponente (1 — a)(n + J). El cierre de la
brecha (es decir, la convergencia hacia el estado estacionario) sera mas
lento para aquellas trayectorias que tengan un o, n 'y 6 mayores compa-
radas con las que tengan valores menores en dichas constantes.

2.2. Resultados del modelo

Una caracteristica importante del modelo Solow-Swan, que comparte
con muchos modelos de crecimiento, es que constituye una representa-
cion simple pero abstracta de un fendémeno complejo; ya que si se quie-
re considerar de forma realista el proceso de crecimiento econdmico se
debe tomar en cuenta: que los hogares y los individuos tienen diferentes
gustos, habilidades, ingresos, preferencias y roles en la sociedad; que
existen varios sectores econdmicos; que hay multiples interacciones so-
ciales, y que también se presentan multiples fendmenos no econémicos
que influyen en el crecimiento. Ante esa complejidad que lo rebasa, el
modelo de Solow evita las complicaciones al construir una idealizacion
con una economia de un solo bien y sin considerar de forma extensa las
decisiones y preferencias individuales.

No obstante, si se observa el modelo desde una perspectiva actual,
se apreciard la relevancia que ha tenido en el desarrollo de las teorias
del crecimiento econdmico. A pesar de que el modelo ofrece un marco
simple sobre los factores que intervienen en la mecénica del crecimien-
to econdmico, los resultados del modelo son importantes.

En primer lugar, bajo las condiciones y suposiciones hechas en el
modelo, se ha mostrado cudl es el efecto de la acumulacion de capital
en el crecimiento economico. En los estados iniciales, la acumulacion
de capital lleva a un crecimiento de la produccioén; sin embargo, en
el largo plazo, la acumulacion de capital se detiene y la produccion
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alcanza un estado estacionario o de equilibrio. Es decir, las tasas de
crecimiento son nulas. Dicho estado estacionario esta determinado sélo
por la magnitud de las tasas de ahorro, del crecimiento poblacional y de
la depreciacion del capital.

En segundo lugar, se ha mostrado cudles son los efectos que tie-
nen los cambios en las tasas de ahorro, el crecimiento poblacional y
la depreciacion. Los incrementos de la tasa de ahorro tienen un efecto
positivo en el nivel de produccion ya que permiten un mayor nivel de
inversion y, por lo tanto, un mayor nivel final de capital per capita. En
cambio, incrementos en la tasa de crecimiento de la poblacion o de la
tasa de depreciacion del capital tienen un efecto negativo, ya que el
aumento de dichas tasas diluye la razon capital por unidad de trabajo.
Por lo tanto, en este caso, la produccion alcanza un nivel menor en el
estado estacionario.

Finalmente, los resultados del modelo indican que la acumulacion de
capital no puede generar por si sola un crecimiento econdmico soste-
nido, ya que el modelo predice que en el largo plazo hay tasas nulas de
crecimiento. De manera que el crecimiento econémico se explica por
otro tipo de factores que no estan contemplados en el modelo. Por ejem-
plo, las tasas de ahorro, el crecimiento poblacional y la depreciacion no
estan explicadas, €ésto ocasiona que el comportamiento dindmico del
modelo esté determinado por esas variables exdgenas. Asimismo, como
el modelo no contempla en ningiin momento las preferencias de con-
sumo del agente representativo, las trayectorias de consumo, ahorro y
produccion no se pueden considerar 6ptimas en un sentido de maximi-
zacion de la utilidad.

Por lo tanto, el modelo de Solow debe ser visto, mas que nada, como
un punto de partida hacia modelos mas complejos. Es decir, a pesar de
sus limitaciones, su estructura le permite ser la base de modelos mucho
mas realistas que consideran otros factores u otros tipos de modelado.
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3. Modificaciones y ampliaciones mas importantes al
modelo de Solow-Swan

Debido a que la cantidad de modificaciones y ampliaciones que se han
efectuado al modelo de Solow-Swan son numerosas, en esta seccion
s6lo analizamos algunas de las principales. La seleccion se fundamenta
en una revision exhaustiva de los principales modelos de crecimiento
existentes y en los objetivos de nuestra agenda de investigacion de largo
plazo.

3.1. Modelo de Solow-Swan con progreso tecnologico

Una de las principales limitaciones del modelo de Solow-Swan es su
incapacidad de explicar cudles son los mecanismos que ocasionan un
crecimiento econdmico sostenido en el largo plazo. Una de las principa-
les propuestas para corregir dicha falla es la incorporacion del nivel de
tecnologia en el proceso de produccion. Solow considerd que el nivel
de tecnologia puede ser incorporado de la siguiente forma:'

Y(t) = AF(K(t), L(t))

Donde el nivel de tecnologia funciona como un multiplicador de la produc-
cion que se considera siempre creciente (4> 0). Esto ocasiona que incre-
mentos del nivel de tecnologia 4 tengan un efecto positivo en el estado esta-
cionario de la produccion per cépita. Entre mayor sea el nivel de tecnologia,
mayor sera el nivel de produccion en el largo plazo.

Aunque esta propuesta concilia el modelo Solow-Swan con el fenémeno
de tasas de crecimiento per capita positivas, no es del todo satisfactoria, pues
no explica por qué la tecnologia deberia afectar de esta forma a la produc-
cion. Asimismo, supone que la tecnologia no tiene una evolucion temporal,
es decir, solo ocurren mejoras en el nivel tecnoldgico en forma de saltos

14 Solow (1956).
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y(k@®) A

>
k* k**  k(t)

Figura 2: Cambio del estado estacionario y* al estado y** ocasionado por un aumento en el nivel de tec-

nologia A >A

recurrentes. Una propuesta mas realista seria pensar la tecnologia como un
proceso evolutivo. Considerar al progreso tecnoldgico y no al nivel de tec-
nologia actual como el motor del crecimiento econdmico.

Una forma de modelar el progreso tecnoldgico es introducir una va-
riacion temporal en el factor tecnologia (4 — A(¢)) y relacionar dicha
variacion con el mejoramiento de la eficiencia de alguno de los factores
de produccion. Pero la cuestion de como introducir el progreso tecno-
logico no es tan sencilla.
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El progreso tecnoldgico puede adoptar diversas formas. Ciertos
avances tecnologicos pueden permitir a los productores obtener un ma-
yor nivel de produccion utilizando una cantidad relativamente igual de
capital o trabajo. En ese caso se pueden distinguir dos modalidades
de progreso tecnologico: como ahorrador de capital o como ahorrador
de trabajo (es decir, aumenta la eficiencia del capital o del trabajo).
También puede existir la situacion en la que el progreso tecnoldgico no
produzca un ahorro relativo en ninguno de los factores de produccion,
en este caso se podria hablar de progreso tecnoldgico neutral .’

Los estudios de Hicks, Harrod y Usawa han mostrado ciertas res-
tricciones que debe tener la participacion del progreso tecnolégico en
la produccion.'® En particular, Usawa mostrd que la tecnologia debia
aumentar la eficiencia en el trabajo si se quiere conservar el uso de mo-
delos que tengan estados estacionarios. También demostrd que al usar
funciones de produccion tipo Cobb-Douglas, el progreso tecnologico
solo tenia congruencia dentro del modelo de mercados competitivos
cuando mejoraba la eficiencia del trabajo."”

Por consiguiente, una primera propuesta para introducir el progreso
tecnologico es la siguiente. Considérese una funcion de produccion con
la siguiente estructura:

Y(t) = F(K(t), A L(t))

La sinergia entre los factores trabajo y tecnologia A(f)L(f) se denomina
trabajo efectivo. Supongamos que el progreso tecnologico ocurre a una

15 Barro y Sala-i-Martin, (2009: 52).

16 Barro y Sala-i-Martin (2009: 52).

17 Para los argumentos y un esbozo de la demostracion realizada por Usawa, ver Acemoglu (2009: 58-
61).
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tasa constante g> 0, la cual es en este caso independiente de los factores
considerados en el modelo.' Por lo tanto:

Alt)

Al Y

Se introduce la nueva funcion de produccion siguiendo la misma me-
todologia que en el modelo de Solow-Swan. La acumulacion de capital
esta entonces determinada por:

K(t) = sF(K(t), A(t)L(t)) — 0K (t) (33)

Se definen las variables normalizadas respecto de la poblacion. A la
variable (K(t)) la denominamos capital efectivo:

__K®
Y= 2000 s

y a Y como la produccion efectiva:
Y= qis (35)

Al derivar (34) respecto del tiempo y dividiendo entre si misma, se
obtiene la relacion:
K K@ A®) L)

K~ Ko A® L0 (%)

18 Existen otros modelos que tratan de endogenizar la tasa de progreso tecnologico al considerar otros tipos
de funciones de produccién, ver Acemoglu (2002).
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Al igual que antes, se asume que la poblacion crece a una tasa constante
n. Por lo tanto, después de incorporar las tasas de progreso tecnoldgico
y de crecimiento poblacional se obtiene:
K K@)
S g 37
K- kp 4" (37)

Introduciendo (33) en la ecuacion (37) se obtiene:

sf(K)
K(t)

Por lo tanto, bajo las consideraciones hechas con el modelo Solow-Swan
y tomando en cuenta la participacion del progreso tecnologico en el tra-
bajo se obtiene la ecuacion de Solow-Swan con progreso tecnoldgico:

K=sf(K)—(6+g+n)k (39)

La estructura de la ecuacion (39) es la misma que la ecuacion funda-
mental de Solow-Swan (25); la unica diferencia es la presencia de la
tasa de progreso tecnoldgico g. Esta similitud en la estructura conlleva
a que los resultados encontrados en el primer modelo de Solow-Swan
s¢ mantengan.

K sF(K(t),A(t)L(t))
- 0 —(0+g+n)=

—(0+g+n) (38)

Proposicion 4.1 Suponiendo que las condiciones 1 y 3 se cumplan y
considerando un tipo de tecnologia neutral segun Harrod, entonces el
modelo de Solow-Swan con progreso tecnologico a la tasa constante g
tiene un solo estado estacionario determinado por:

o I
0+g+n
Proposicion 4.2 El punto de equilibrio descrito por K* tiene una esta-

bilidad asintotica global; es decir, para cualquier K(0) > 0 la trayecto-
ria del capital efectivo K(t) converge monotonicamente a K*.
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Proposicion 4.3 En el estado estacionario, el capital, la produccion
y el consumo per capita (k(t), y(t), c(t)) crecen a la misma tasa que el
progreso tecnologico.

La proposicion 4.3 destaca que en este modelo, y en general en los
modelos que incorporan el progreso tecnoldgico, los resultados no con-
ducen a un estado estacionario donde la renta per capita es constante,
sino a una trayectoria de crecimiento balanceado, donde la produccion
per céapita crece a una tasa constante, mientras que las variables trans-
formadas (K(¢), Y(¢)) permanecen constantes.

La incorporacion del progreso tecnologico al modelo Solow-Swan
genera un mecanismo de crecimiento econémico sostenido, el cual esta
determinado por la tasa de progreso tecnologico. Sin embargo, el punto
débil del modelo radica precisamente en que la tasa de crecimiento que-
da determinada en su totalidad por un Unico elemento, el cual no esta
explicado por el modelo. Es necesario introducir una teoria del cambio
tecnologico dentro del marco neoclasico del crecimiento econdmico
para obtener un modelo mas satisfactorio; sin embargo, es complicado
introducir esta teoria ya que intervienen en ella multiples factores. Por
ejemplo, la aleatoriedad de los descubrimientos cientificos, el efecto
de los incentivos economicos, las diferentes estructuras de mercado,
las actuaciones del Estado, entre otros factores, afectan el proceso de
investigacion y desarrollo del cual depende el progreso tecnoldgico.

3.2. Modelo de Solow-Swan con funciones tipo AK

Gran parte de la investigacion moderna sobre el crecimiento econdmi-
co trata de explicar los factores que determinan el crecimiento dentro
de los mismos modelos, sin recurrir a variables explicativas exdgenas.
Esta corriente de investigacion se conoce como teoria de crecimiento
endogeno.
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vy 4 YO=A®YT)  y®=A® Y (T)

g>g

-

Figura 3, Efectos de un aumento de la tasa de progreso tecnologico (g° >g) en la produccion per capita.

Los primeros estudios realizados en dicha direccion son los de Romer!?
y Lucas.?® El enfoque propuesto por ellos estaba fundamentado en un
concepto amplio de capital, el cual no necesitaba forzosamente de ren-
dimientos decrecientes conforme la economia se desarrollaba. Esta re-
lajacion de los supuestos de la teoria neoclésica permite mantener el
crecimiento de forma indefinida sin hacer explicita la participacion del
progreso tecnologico.

19 Romer (1986).
20 Lucas (1988).
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Uno de los primeros modelos de crecimiento endogeno es el llamado
modelo AK, el cual puede ser establecido como un caso especial del
modelo Solow-Swan. El modelo AK recibe su nombre por la estructura
que se considera para la funcién de produccion:

F(K(t), L(t), A(t)) = AK(%) (40)

Donde A4 es una constante positiva que corresponde al nivel de tecno-
logia y K(#) representa el capital en una interpretacion mas amplia.’! La
ecuacion (40) tiene importantes diferencias respecto de las funciones de
produccion que satisfacen las condiciones 1 y 3. Una de ellas indica que
la produccion es solo una funcion del capital en la que no existen ren-
dimientos decrecientes. Otra es la incompatibilidad con las condiciones
de Inada, las cuales ya no son satisfechas. Esta diferencia en particular
es esencial para el crecimiento sostenido.

Usando las definiciones de capital y produccion per cépita, introdu-
cimos (40) en la ecuacion fundamental de Solow-Swan (25):

k(t) = sAk(t) — (n+ 0)k(t) = (sA —n — 8)k(t) (41)
Por lo tanto, de la ecuacion (41) se obtienen los siguientes resultados:

Proposicion 4.4 Si se considera el modelo de Solow-Swan con la fun-
cion de produccion (40) y suponiendo que los parametros satisfacen la
condicion:

sA—n—6>0

entonces existe una trayectoria de crecimiento balanceado en la cual el
capital, la produccion y el consumo per capita crecen a una tasa cons-
tante determinada por (sA —n — d).

21 Claramente este es una caso limite de la funcion Cobb-Douglas cuando o — 1
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Proposicion 4.5 Las trayectorias de equilibrio de (41) para el capital y
la produccion per capita estan dadas por:

k(t) — k,oe(sA—é—n)t

y(t) — Akoe(sA—J—n)t

Las anteriores proposiciones establecen la posibilidad de un crecimien-
to econdmico sostenido sin la necesidad de una dindmica de transicion
hacia un estado estacionario. Asimismo, la tasa de crecimiento es inde-
pendiente de la tasa de progreso tecnologico; aunque depende del nivel
de ahorro, de la tecnologia y de las tasas de crecimiento de la poblacion
y de la depreciacion.

Aunque este primer modelo de crecimiento endogeno establece la
posibilidad de un crecimiento sostenible cuando la funcién de produc-
cion adquiere la estructura (40), ésta es un caso limite de las funcio-
nes tipo Cobb-Douglas. El principal problema con este caso limite es
considerar que la participacion del capital en el ingreso es uno (o muy
cercano a uno). Los supuestos del modelo no coinciden con los datos
observados sobre la participacion de los factores de produccion en el
ingreso nacional.??

Ademas, la estructura de las funciones de produccion tipo AK gene-
ralmente impiden que el modelo genere alglin tipo de convergencia, a
diferencia de los modelos con progreso tecnologico, ya que los rendi-
mientos constantes del capital ocasionan que el producto marginal del
capital permanezca constante. Este fallo puede sortearse, en algunos
casos, al introducir combinaciones de funciones AK con funciones Co-
bb-Douglas.”

22 Uno de los primeros trabajos sobre este asunto lo realizo Kaldor (1957).
23 Barro y Sala-i-Martin (2009: 66-68).
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Otro aspecto que no contempla el modelo AK es el progreso tecnolo-
gico, al suponer que A funciona como un multiplicador, al igual que en
el primer intento propuesto por Solow. Esa puede ser la principal falla
de este modelo de crecimiento endogeno, ya que cualquier modelo que
no intente considerar el progreso tecnoldgico estara fallando en captu-
rar la esencia de un aspecto fundamental del crecimiento econémico.
Modelos posteriores han tratado de corregir esta debilidad al introducir
una dependencia explicita del progreso tecnologico con la propiedad de
rendimientos constantes del capital.

3.3. Modelo de Solow-Swan con capital humano

Otra de las ampliaciones hechas al modelo de Solow-Swan es la inclu-
sion del concepto de capital humano. Mankiew, Romer y Weil (1992)
introdujeron el concepto de capital humano en el marco del modelo de
Solow-Swan para incorporar las diferencias de calidad entre los traba-
jadores y, de esta forma, poder dar una explicacion mas certera de las
diferencias de ingreso observadas entre los paises.

El capital humano es un concepto que representa el conjunto de ha-
bilidades, educacion, salud y otros caracteristicas relacionadas con la
productividad de los trabajadores. Este concepto se origina de la obser-
vacion de que los individuos invierten en la mejora de sus habilidades y
competencias laborales, de la misma forma que las empresas invierten
en su capital fisico para incrementar su productividad. Asimismo, el ca-
pital humano también puede ser considerado como cualidades que son
producidas, por ende es necesario invertir una parte del ingreso.

Una forma de incorporar la participacion del capital humano en el
modelo de Solow-Swan es a través de una funcién de produccion que
dependa de tres factores: capital fisico, capital humano y trabajo efec-
tivo.

Y = F(K, H, AL) (42)
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Donde H denota el capital humano. En este caso, se considera que la
tecnologia es neutral y la funcion de produccion sigue satisfaciendo las
condiciones 1, 2 y 3.

En esta primera incorporacion del capital humano se propone que la
inversion realizada en ese factor toma una forma similar a la inversion
realizada en capital fisico. Por lo tanto, el agente ahorra una fraccion
Sk de su ingreso para invertir en capital fisico y una fraccion s, para
invertir en capital humano.

Al igual que el fisico, el capital humano también se deprecia a una
tasa constante. Denotamos las tasas de depreciacion del capital fisico y
humano por 6, y 6, respectivamente.

Consideremos nuevamente que las tasas de crecimiento de la pobla-
cion y de progreso tecnoldgico son constantes. Definimos las variables
capital fisico efectivo, capital humano efectivo y produccion efectiva:

K@)
RO THYI0)

V() = ADLE = f(K(t),H(t))

Siguiendo la misma metodologia que en los casos anteriores, se obtie-
nen las ecuaciones de movimiento para K(¢) y H(?):

K(t) = s f(K(t), H1(t) = (0x + g + n)K(t) (43)
H(t) = s f(K(1), 1 (L) — (0 + g + n)H(2) (44)
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El analisis de los puntos de equilibrio del modelo Solow-Swan con ca-
pital humano lleva a las siguientes proposiciones:

WA

0.2 0.4 0.6 K * 0.8 1.0

Figura 4. Plano fase del modelo de Solow-Swan con capital humano. La direccion de las trayectorias confir-
ma la existencia de un solo estado estacionario (K* , H*), el cual es un atractor.

Proposicion 4.6 Considerando la participacion del capital humano en
el modelo de Solow-Swan a través de la funcion de produccion (42),
entonces existe un solo estado estacionario (K* , H*) determinado por:

’C* _ S}Cf(IC*7H*)
5;¢+g+n
2o S UC )
(5H+g+n
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Proposicion 4.7 El estado estacionario descrito por (K* , H*) tiene
una estabilidad asintotica global. Para cualquier K(0) > 0y H(0) > 0
las trayectorias del capital f'1sico efectivo K(t) y del capital humano
efectivo H(t) convergen monotonicamente a (K* , H*).

Estos resultados muestran que la incorporacion del capital humano
en el modelo de Solow-Swan no interfiere con sus propiedades basicas.
La existencia de un estado estacionario permanece asegurada. La con-
vergencia también se mantiene, solo que ahora estd determinada por
la participacion relativa del capital fisico (a)y del capital humano (B)
en el ingreso. Asimismo, se mantiene que la tasa de crecimiento de la
produccidn per céapita estd determinada solo por la tasa de progreso
tecnologico.

Se pueden encontrar de forma explicita los puntos de equilibrio (K*,
H*) al especificar la funcion de produccion. Nuevamente, una eleccion
adecuada es una funcién tipo Cobb-Douglas:

Y(t) = K()*H(t) (A(t)L(t)' 7

Donde, en este caso, los coeficientes de participacion en el ingreso sa-
tisfacen las condiciones: 0 <a< 1, 0 << 1 y(a + f) < 1. Por lo tanto, la
produccion efectiva esta dada por:

Y(t) = K(t)*H(t)” (45)

Al sustituir la ecuacion (45) en los puntos de equilibrio (K* , H*) se
obtienen las expresiones explicitas del estado estacionario:**

o= () ) ) (46)

(e )

24 Ver anexo.

224



revista e economiay administracion

Por lo tanto, sustituyendo (46) y (47) en la funcidon de produccion efec-
tiva (45) se obtiene el nivel estacionario de la produccion efectiva:

% SKC ﬁ Sy ﬁ

Y _<n+g+5lg) (n+g+5q.l> (48)
Las ecuaciones (46) y (47) muestran que una mayor tasa de ahorro de-
dicada al capital fisico no solo incrementa su estado estacionario (K*),
sino también incrementa el del capital humano (H*). Es decir, una ele-
vacion de la tasa de ahorro s, tiene un efecto positivo sobre el estado
estacionario del capital fisico efectivo y, por consiguiente, en la produc-
cion. Este incremento de la produccion podria incrementar la cantidad
invertida en capital humano a pesar de que la tasa de ahorro s, sea
constante. El mismo efecto ocurre para el caso de una elevacion de la
tasa de ahorro s,,.

Asimismo, la ecuacion (48) muestra que las contribuciones relati-
vas de las tasas de ahorro del capital fisico y del capital humano en la
produccion dependen del grado de participacion del capital fisico y del
capital humano; es decir, de los coeficientes a y f. Cuanto més grande
sea la participacion del capital fisico (), mayor sera el efecto de s, en el
nivel estacionario de la produccion. De igual forma, cuanto mas grande
sea la participacion del capital humano (), el efecto de s, serd mayor.

3.4. Modelo de Solow-Swan con mejoras en el modelado
de la poblacion

Las anteriores modificaciones al modelo de Solow-Swan se enfocan
principalmente en la introduccion de nuevos factores en el proceso de
produccion. No obstante, también se han estudiado otros aspectos del
modelo, en particular el relacionado con la dinamica del crecimiento
de la poblacion. Hemos identificado un gran nimero de modificaciones
hechas en este ambito al modelo de Solow-Swan, pero para los propo-
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sitos de esta seccion solo describiremos una en particular y menciona-
remos, de forma muy breve, otras referencias para el lector interesado.

En los anteriores ejemplos siempre se ha considerado que la tasa de

crecimiento de la poblacion es constante en el tiempo:

L(1)

—~=n (49)

L(t)
Este tipo de crecimiento exponencial o malthusiano® puede ser adecua-
do para modelar el crecimiento de ciertos tipos de poblaciones; sin em-
bargo, existen evidencias de que las poblaciones humanas no crecen de
forma indefinida. La competencia por los recursos naturales, los feno-
menos climatolégicos, las enfermedades u otros factores externos afec-
tan el crecimiento de las poblaciones; en algunas ocasiones lo aceleran,
y en otras ocasiones lo ralentizan. Se han propuesto una multitud de
modelos con intencion de representar de forma mas realista la dinamica
de las poblaciones. Verhulst®® propuso uno de los primeros modelos de
crecimiento poblacional de tipo no exponencial:

L@:L@@—%um (50)

O reescribiendo la anterior ecuacion con otros simbolos para las cons-
tantes:

L(t)

—= =n—>bL(t 51

it (t (51)
La ecuacioén (51) se conoce como la ecuacion de Verhulst o ecuacion lo-
gistica. Este modelo de crecimiento de poblacién se diferencia de (49)
al imponer un nivel o techo maximo para el crecimiento de la poblacion,
el cual estéd representado por el coeficiente de soporte del entorno (S).

25 Thomas Malthus fue el primero que propuso que la poblacion humana crecia de forma exponencial.
26 Pierre Frangois Verhulst, médico y matematico belga, propuso su modelo de poblacion en 1845.

226



revista e economiay administracion

La incorporacion de la ecuacion logistica al modelo de Solow-Swan
ha sido realizada por Scarpello y Ritelli (2003). Esta adicion junto con
la eleccion de una funcidn de produccion tipo Cobb-Douglas tiene como
resultado la modificacion de la ecuacion fundamental de Solow-Swan
(31) en la siguiente expresion:

L®) L®)g

t t
Figura 5. Comparacion entre un modelo de crecimiento exponencial (a) y un modelo de crecimiento tipo
logistico (b)

() + (v(t) + 0)k(t) = Ask(t)® (52)
Donde:

L(t) ~ n(n—">bLy)
L(t)  n+be—1)Lg

v(t) = (53)
De la ecuacion (53) se puede recuperar el caso malthusiano cuando el
coeficiente de soporte tiende a cero, es decir, cuando b — 0. En este
sentido, también se puede interpretar a la ecuacion (49) como un caso
especial de la ecuacion logistica. La solucidon del modelo Solow-Swan
con la incorporacion de la ecuacion logistica es mas dificil de obtener,
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ya que se tiene que recurrir al manejo de funciones especiales de la fisi-
ca-matematica para poder resolver el sistema formado por (52) y (53).”’

Sin embargo, el analisis hecho por Scarpello y Ritelli ha mostrado
que los resultados del modelo Solow-Swan se mantienen. Aunque la di-
namica obtenida para el capital y la produccion puede considerarse mas
general respecto de la obtenida con el modelo de crecimiento exponen-
cial, los resultados indican que sigue estando asegurada la existencia de
un estado estacionario para el capital y la produccion per capita.

Existen otros estudios que involucran otros modelos de poblacion,
por ejemplo, se han introducido modelos que tratan de endogenizar la
tasa de crecimiento de la poblacion al suponer una relaciéon con la pro-
duccion y la tasa de progreso tecnoldgico,” se ha incorporado el feno-
meno de los movimientos migratorios® y los efectos que tiene dicho fe-
noémeno en la productividad, y se han estudiado, por medio del modelo
de Solow-Swan, las consecuencias que tiene la transicion demografica
de las poblaciones en el crecimiento econdmico de largo plazo.® La
introduccion de los anteriores factores y su relacion con el crecimiento
econdémico aun son objeto de investigacion.

3.5. Modelo de Solow-Swan con contaminacion

El papel que juega el crecimiento econdmico en el deterioro del medio
ambiente es un asunto que ha tomado importancia, especialmente den-
tro del campo de la economia del desarrollo sustentable. La literatura
sobre dicho tema es amplia e involucra multiples metodologias de in-
vestigacion; no obstante, una de ellas est4 relacionada intimamente con
los modelos de crecimiento que hemos analizado.

27 Scarpello y Ritelli (2003).

28 Guerrini (2005).

29 Barro y Sala-i-Martin (2009: 383-392).
30 Cai (2012).
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En el trabajo de Brock y Taylor (2009) se analiza una variacion del
modelo de Solow-Swan, en la cual se incorporan los efectos de la con-
taminacion como un producto no deseado pero siempre presente de la
produccion. La hipotesis central de su modelo es que el progreso tec-
noldgico tiene un efecto moderador en los niveles de contaminacion,
es decir, conforme la economia crece, la calidad del medio ambiente
mejora.

Brock y Taylor consideran que existe un factor de reduccion de la
contaminacion (R), el cual es exclusivamente una funcion del nivel pre-
sente de produccion (£') y de los esfuerzos de la economia para reducir
la contaminacion (F %), por lo tanto:

R = R(F,F*) (54)

Asismismo, suponen que cada unidad de produccion produce Q unida-
des de contaminacion. Por lo tanto, el nivel de contaminacion presente
es igual a las unidades de contaminacion producidas menos la unidades
de contaminacion removidas por el factor de reduccion:

E =QF — QR(F, F?) (55)

Si el factor de reduccion cumple algunas de las propiedades de las fun-
ciones de produccion, en especial la condicion 3, entonces el nivel de
contaminacion presente se reescribe como:

E =QFa() (56)
Donde:

e e
- =
6=
El término @ es la fraccidon de la actividad econdmica dedicada a la re-
duccidn de la contaminacidn, el cual satisface las propiedades de una

funcién concava, es decir, a' () <0y a" (6) > 0.

a(0) = [1 — A(1,
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Para combinar el modelo de Solow-Swan con sus consideraciones
sobre el nivel de contaminacion, Brock y Taylor suponen que la produc-
cion disponible para el consumo o la inversion es la siguiente:

Y =[1-0|F (57)

Por lo tanto, transformando a variables per cépita e incorporando la
ecuacion fundamental de Solow-Swan se obtiene:

y=[1-0]f (58)
k=sf(k)—(6+n+g)k (59)
e =Qf(k)a(0) (60)

El anélisis de las anteriores tres ecuaciones es muy similar al analisis
que se ha realizado en el modelo de Solow-Swan con progreso tecnold-
gico, pero ahora esta incorporado el nivel de contaminacion per cépita
().

No continuamos con el desarrollo de este modelo ya que el espacio
no nos permite dar una explicacion suficientemente amplia del mismo.
No obstante, el objetivo de esta seccidon solo era mostrar como el mode-
lo de Solow-Swan es usado actualmente para estudiar la relacion entre
el crecimiento economico y el deterioro ambiental.

4. Validacion econométrica del modelo de Solow-Swan
y de sus ampliaciones

La prediccion fundamental del modelo de Solow-Swan es la conver-
gencia condicional. Cuanto menor sea el nivel inicial de PIB per cépita
en relacion al estado estacionario, mayor sera la tasa de crecimiento.
Esta propiedad surge del supuesto de rendimientos decrecientes del ca-
pital: aquellas economias que disponen de menos capital por trabajador
(en relacion a su capital por trabajador a largo plazo) tienden a lograr
tasas de rentabilidad y crecimiento mas elevadas. La convergencia es
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condicional porque en el modelo de Solow-Swan los niveles correspon-
dientes al estado estacionario del capital y la produccion por trabajador
dependen de la tasa de ahorro, de la tasa de crecimiento demografico y
de la posicion de la funcidon de produccion, variables que pueden diferir
entre las distintas economias. En consecuencia, el concepto de conver-
gencia condicional, una propiedad basica del modelo Solow-Swan, ex-
plica en gran medida el crecimiento econémico de paises y regiones.?’

El modelo también predice que, si no se producen mejoras continuas
de tecnologia, el crecimiento per capita cesara en algin momento. Este
pronostico también tiene su origen en el supuesto de rendimientos de-
crecientes del capital; sin embargo, se ha observado que tasas positivas
de crecimiento per capita pueden mantenerse durante un siglo o mas,
y que dichas tasas de crecimiento no muestran una tendencia clara a
disminuir. Los tedéricos neoclasicos del crecimiento identificaron esta
deficiencia del modelo, y generalmente la corrigen asumiendo el su-
puesto de que el avance tecnoldgico ocurre de manera exogena. Este
arreglo concilia la teoria con una tasa de crecimiento per capita positiva
y posiblemente constante a largo plazo, al mismo tiempo que mantiene
la prediccion de la convergencia condicional. Sin embargo, el punto
débil radica en que la tasa de crecimiento per cépita a largo plazo es
determinada exclusivamente por un unico elemento, la tasa de progreso
tecnologico, que no estd en el modelo. Asi pues, se observa un modelo
de crecimiento que lo explica todo menos el crecimiento a largo plazo.

De esta manera, los economistas del crecimiento se avocaron a rea-
lizar investigaciones econométricas para verificar empiricamente si las
economias pobres tienden a alcanzar a las ricas, o si tienden a crecer
mas de prisa que éstas; es decir, a comprobar la validez empirica del
concepto de convergencia absoluta.*

31 Barro y Sala-i-Martin (2009: 16-17).
32 Barro y Sala-i-Martin (2009: 516-541).
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Algunos investigadores han utilizado la ausencia de correlacion entre
el crecimiento y el nivel inicial de renta como prueba en contra de los mo-
delos neoclasicos de crecimiento de Solow-Swan y Ramsey-Cass-Koo-
pmans. Sin embargo, si las distintas economias de una muestra tienden
hacia distintos estados estacionarios, la ausencia de convergencia absoluta
entre economias es perfectamente congruente con la teoria neoclasica. En
otras palabras, el modelo neoclasico predice convergencia condicional y
no absoluta: al mantener constantes las variables que aproximan el estado
estacionario, la teoria predice una correlacion parcial negativa entre creci-
miento y el nivel inicial de renta.

Por lo tanto, un estudio econométrico relevante utiliza un modelo em-
pirico que relaciona la tasa de crecimiento per cépita real con dos tipos de
variables: en primer lugar, niveles iniciales de variables de estado, como el
stock de capital fisico y el stock de capital humano en forma de nivel edu-
cativo y de salud, y en segundo lugar, variables de control o ambientales
(algunas de las cuales son elegidas por el Estado y otras por agentes priva-
dos), como la razon entre consumo publico y PIB, la razon entre inversion
nacional y PIB, el grado de apertura exterior, cambios en la relacion real de
intercambio, tasa de fertilidad, indicadores de estabilidad macroeconomi-
ca, medidas del grado de respeto a la ley y a la democracia, etc.”

Los resultados obtenidos fueron los siguientes: para valores dados de
PIB per capita y capital humano, el crecimiento depende directamente del
grado de respeto a la ley y del grado de apertura internacional; al contrario
de la razon entre consumo publico y PIB y la tasa de inflacion. El creci-
miento aumenta cuando se presentan variaciones favorables de la relacion
real de intercambio y disminuye al aumentar las tasas de fertilidad. La
relacion entre el crecimiento y la razon de inversion es directa pero débil
cuando las variables se mantienen constantes y si se utiliza como variable
instrumental la razon de inversion rezagada.

33 Véase Acemoglu (2009: 83). Mas adelante se ofrecera la ecuacion de regresion correspondiente.
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Las ecuaciones de regresion del modelo de Solow-Swan

Un enfoque popular para validar el modelo de Solow es mediante regre-
siones de crecimiento, lo cual involucra estimar modelos de regresion
con tasas de crecimiento de un pais en el lado izquierdo. Esas regresio-
nes han sido usadas ampliamente siguiendo el trabajo de Barro (1991).
Para ver como esas regresiones son generadas y cuales son sus limita-
ciones, regresaremos al modelo basico de Solow con un crecimiento
de la poblacion constante y un cambio tecnologico que incrementa el
trabajo en tiempo continuo. En este modelo, el equilibrio se describe
por las siguientes ecuaciones:**

y(t) = A6 f(k(1)) (61)
y por:
Zgg—sf]ilzg) —(n+d+yg) (62)

Donde A(#) es el término tecnologico aumentador del trabajo, k(¢) =
K(6)/(A(¢)L(?)) es la razén capital/trabajo efectivo, y f(k) es la funcion
de produccioén per capita. Derivando (61) con respecto al tiempo y divi-
diendo ambos lados por y(7) se obtiene:

9 _ O \
w =g+ k(k(t)) (t) (63’

Donde:
eu(k(r)) = LR (64)

34 Esta seccion esta fundamentada principalmente en Acemoglu (2009: 80-84).
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es el coeficiente de elasticidad® de la funcion de produccion per ca-
pita f{k). Ahora, es preciso considerar una expansion de Taylor de pri-
mer orden en la ecuacion (62) con respecto a log k(¢) alrededor del valor
del estado estacionario k*. Esta expansion implica que para k(7) en la
vecindad de £* , tenemos:

% ~ (Sféf*) —n—d- g) i (f;?k)f - I)ngf)mg K(t) ~logh")  (65)

~ (en(k*) = 1)(n+ 6 + g)(log k(t) — log k*) (66)

El uso del simbolo = es para enfatizar que ésta es un aproximacion li-
neal la cual ignora los términos de segundo orden. En particular, la pri-
mera ecuacion (65) se consigue simplemente con derivar (¢)/k(¢) con
respecto a log k(f) y evaluando las derivadas en el punto de equilibrio
k* (e ignorando los términos de segundo orden). La segunda ecuacion
(66) utiliza el hecho de que el primer término en la primera ecuacion es
igual a cero por la definicion del valor del estado estacionario £*. Aho-
ra, sustituyendo esta aproximacion en (63), tenemos:

@”V — (k") (1 — ex (K 0 log k(t) — log k* 67

o0 =Y er(K*)(1 — (k")) (n + 6 + g)(log k() — log k™) (67)
Se define y*(1)= A(t)f(k*) como el nivel de produccidn per cépita en el
estado estacionario, esto es, el nivel de produccion per capita que se
aplicaria si la razon capital trabajo efectivo alcanzard su valor estacio-
nario y la tecnologia estuviera en un mismo nivel en el tiempo ¢. Una
expansion de Taylor de primer orden de log y(¢) con respecto a log k(¢)
alrededor de log £* da como resultado:

logy(t) —logy"(t) ~ e (k") (log k(t) — log k*) (68)

35 Hay que recordar que los coeficientes de elasticidad son adimensionales y su valor se encuentra restrin-
gidoentre Oy 1.
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Al combinar esto con la ecuacion previa produce la siguiente ecuacion
de convergencia:
y(t)

O (1 —er(k™))(n + 6+ g)(logy(t) — logy") (69)

La ecuacion (69) deja claro que en el modelo de Solow-Swan hay dos
fuentes de crecimiento del producto per cépita: la primera es g, la tasa
de progreso tecnoldgico y la segunda es la convergencia. Esta tltima es
una consecuencia del impacto de la brecha entre el nivel actual del pro-
ducto per capita y el nivel del estado estacionario de la produccion per
capita sobre la tasa de acumulacion del capital fisico. Intuitivamente,
entre menor sea la razon capital/trabajo del estado estacionario de un
pais, mas rapido sera su crecimiento econdmico.

Otra caracteristica notable es que la velocidad de convergencia en
(69), medida por el termino (1 — ¢ (k*))(n + J + g) multiplicando la
brecha entre log y(7) y log y* (¢) depende de (n + 0 + g) y del coeficiente
de elasticidad de la funcion de produccion, ¢, (k*). Ambos términos cap-
turan los efectos intuitivos. El término (n+0 +g) determina la tasa a la
cual la razon capital/trabajo efectivo necesita ser repuesto. Entre mayor
sea esta tasa de reposicion, mayor serd la cantidad de la inversion en
la economia y mayor la posibilidad de un ajuste mas rapido. Por otro
lado, cuando ¢, (k*) es alto, estamos cerca de una funcion de produccion
AK lineal; en este caso, la convergencia deberia de ser lenta. En el caso
extremo donde ¢, (k*) es igual a 1, la economia toma la forma AK, y no
hay convergencia.

La ecuacion motivante para la regresion de crecimiento, la ecuacion
(69), es obtenida para una economia cerrada. Cuando observamos las
diferencias de ingreso entre paises o las experiencias de crecimiento,
el uso de esta ecuacion impone el supuesto de que cada pais es una
isla. En otras palabras, el mundo es interpretado como una coleccion
de economias cerradas sin relacion entre ellas. En la practica, los paises
intercambian bienes, intercambian ideas e interactuan en los mercados

235



Una revision critica a los modelos basicos de crecimiento econémico
Miguel Alvarez Texocotitla * M. David Alvarez Herndandez

financieros internacionales. Esas interacciones implican que el compor-
tamiento de los paises no estaria contemplado en su totalidad por la
ecuacion(69) sino por un sistema de ecuaciones que caracterizaran el
equilibrio del mundo entero. Interpretar las experiencias de crecimiento
entre paises por medio de la relacion (69), en un mundo con economias
en interaccion, puede conducir a resultados erréneos.

Usando una aproximacion de tiempo discreto, la ecuacion (69), que
es la ecuacion motivante, da lugar a la siguiente ecuacion de regresion:

Giti—1 = v’ +b'log Yig—1 1 €ig (70)

Donde gi.1es la tasa de crecimiento del pais 7 entre el periodo z — 1,y t,
log yi~1 es la cantidad inicial (al tiempo (¢ — 1)) del log de la producciéon
per capita de ese pais, y €it €s un término estocastico que captura todas
las influencias omitidas. Si esta ecuacion es estimada con una muestra
de paises de la OCDE, y en efecto b' resulta ser negativa; entonces paises
como Irlanda, Grecia, Espafia y Portugal, que eran relativamente pobres
al final de la Segunda Guerra Mundial deberian haber crecido mucho
mas rapido que el resto de paises de la region.

Por otro lado, en un mundo donde los paises difieren segun sus ca-
racteristicas, una ecuacion de regresion mas apropiada podria tomar la
siguiente forma:

Gitt—1 = b? +b' log Yiz—1 T €z (71)

donde la principal diferencia es que ahora el término constante 5°. es
propio de cada pais i. La tercera ecuacion de regresion que se puede
derivar:

Giti1 =X B+b"logyr 1+ €is (72)

Ha sido utilizada para sostener la convergencia condicional y para esti-
mar los determinantes del crecimiento econdémico. En particular, puede
parecer natural asumir que los estimadores del vector de coeficientes
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B contendran informacién acerca de los efectos causales de diferentes
variables sobre el crecimiento econdmico; por ejemplo, el hecho de que
las variables de escolaridad sean coeficientes positivos en los estima-
dores de la regresion se presenta como evidencia de que la educacion
influye el crecimiento. La simplicidad de estas ecuaciones de regresion
y el hecho de que ellas crean un puente entre la teoria y los datos las han
vuelto populares en las ultimas décadas.

5. Un analisis critico de los modelos de crecimiento

Esta seccion tiene como proposito principal el analisis de los funda-
mentos tedricos sobre los cuales se construyen los modelos modernos
de crecimiento econdmico, en particular el modelo de Solow y sus am-
pliaciones. Asimismo, aqui se discute la formalizacién creciente, y para
algunos excesiva, de la ciencia econdmica en general y de los modelos
de crecimiento en particular.

5.1. Los supuestos y otras limitaciones

Los supuestos basicos que subyacen a la teoria econémica neoclasica
y, en consecuencia, a las teorias del crecimiento econdmico junto con
sus modelos matematicos son los siguientes:

1 Se asume un comportamiento maximizador o un célculo racio-
nal medios/fines por parte de los agentes economicos.

2 Este comportamiento racional o maximizador mantiene es-
tables las preferencias en términos de aspectos basicos de la
vida, como: alimentacion, diversion, educacion, salud, ingreso
y riqueza. Se asume que los individuos de cualquier lugar, sin
importar su condicion social, difieren poco con respecto a esas
cuestiones basicas; por lo cual, la teoria econémica neocla-
sica es considerada la ciencia universal del comportamiento
humano y se cree que sus métodos y supuestos son aplicables
a todos los tiempos y a todos los lugares.
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3 Se asume que los mercados se desarrollan de forma natural
para coordinar, con diferentes grados de eficiencia, las accio-
nes de los participantes.

Esta teoria neoclasica sostiene que los agentes (consumidores y produc-
tores) son la unica realidad social. Se asume que todos ellos son iguales
(actian igual) y sus necesidades basicas no son distintas. Asimismo,
se asume que ellos son optimizadores racionales (hacen una eleccion
consciente para maximizar, o al menos satisfacer, sus intereses al menor
costo posible). De acuerdo con esta doctrina de optimizacion restrin-
gida, si cada individuo existe en un mundo de escasez y restricciones,
cada uno de ellos deseara hacer el mas eficiente uso de sus recursos
disponibles. Este modelo de eleccion racional se aplica solamente a la
intencion y no al resultado. El fracaso de un individuo para alcanzar un
fin u objetivo debido a la ignorancia o alguna otra causa no invalida la
premisa de que los individuos actan sobre la base de un célculo costo/
beneficio o un calculo medios/fines.

El comportamiento de los consumidores y productores en la busque-
da racional de sus objetivos estd gobernado por el principio de utilidad
marginal. En el lado de la demanda, al incrementar su consumo, un con-
sumidor experimentara una disminucion de su utilidad. En el lado de la
oferta, al expandir la produccion, un productor comenzara a enfrentar
rendimientos decrecientes y elevacion de costos por unidad.

La creencia de que todos los individuos son optimizadores raciona-
les constituye el fundamento de la afirmacion de que la economia neo-
clasica es una ciencia universal basada en leyes objetivas de los merca-
dos y aplicable a cualquier economia sin importar su nivel de desarrollo
o su cultura. Se considera que sus teorias son objetivas, universales y
aplicables a todas las sociedades y a todos los periodos historicos. Este
también seria el caso de la teoria neoclasica del crecimiento econdmi-
co. Por lo tanto, se sostiene que la economia neoclasica seria la unica 'y
universal ciencia social. Otra implicacion importante y de largo alcance
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de la optimizacion racional es que este enfoque y su énfasis en la elec-
cion individual es atribuible a todos los aspectos del comportamiento
humano.

La ciencia econdmica tiene limitaciones (compartidas por los mode-
los de crecimiento econdmico) que debilitan tanto sus reclamos de ser
una ciencia exacta como su aspiracion de ser una herramienta analitica
util. Quiza la mas importante de todas las limitaciones sea que ciertos
supuestos que subyacen a la teoria econdmica neoclasica son irreales.
Los principales son: la racionalidad individual, el que los agentes eco-
noémicos tienen informacion completa, el que los mercados sean per-
fectamente competitivos. Aunque se le ha puesto atencion considerable
a esos temas, se asume que esos problemas son excepciones mas que
limitaciones inherentes. De igual forma, aunque muchos economistas
admiten la irrealidad de los supuestos que subyacen a la teoria econd-
mica y tratan de superar ese problema, la mayoria estd de acuerdo en
que no es relevante si los supuestos son irreales. De acuerdo con esta
idea, lo importante es si esos supuestos conducen a proposiciones que
puedan ser probadas empiricamente, ya que de esa manera se mostraria
su validez.

Si los economistas realmente escogieran las teorias a partir de la
evidencia empirica, no habria problema, pero pocas teorias son proba-
das empiricamente y los economistas eligen teorias muchas veces por
razones ideoldgicas. Mas contundente es el hecho de que pocas teorias
o hipdtesis satisfacen la prueba poperiana de falsabilidad. En otras pala-
bras, las teorias no pueden ser probadas empiricamente para determinar
su validez. Ademas, el ataque a los que piden supuestos realistas seria
mas convincente si las predicciones y pronosticos de los economistas
fueran realmente exactos, pero, por lo general, no lo son.

Por otro lado, el supuesto de que la economia neoclasica es una
ciencia universal aplicable en todo tiempo y lugar puede conducir a
distorsiones analiticas y a prescripciones de politicas equivocadas. Su
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incapacidad o rechazo a reconocer la importancia de las diferencias en-
tre los Estados y las sociedades o la influencia de los marcos culturales
e historicos limita la utilidad de esta teoria econdmica y, por supues-
to, de los modelos de crecimiento econdémico. Asimismo, la mayoria
de los economistas neoclasicos aceptan explicitamente la distribucion
existente de la riqueza y de los derechos de propiedad y su legitimidad
(dentro y entre las naciones). Esta es una actitud que algunas veces con-
duce a la indiferencia respecto a problemas sociales.

Todos los sefialamientos que hemos mencionado son importantes y
siempre hay que tenerlos presentes para dimensionar el valor analitico
de la ciencia econdmica. No obstante esos sefalamientos y limitacio-
nes, se debe aceptar que la teoria econdmica neoclasica posee herra-
mientas analiticas muy utiles y un cuerpo de ideas teoricas (o modelos)
para entender los mercados. Por esa razon, si se pretende entender el
funcionamiento de una economia, se debe comenzar con al menos un
conocimiento rudimentario de como la teoria economica entiende a la
economia como un mercado o un mecanismo de precios, para poste-
riormente analizar la carga politica, psicologica e ideoldgica que los
agentes econdmicos llevan a los mercados, muchas veces inclusive para
manipularlos.

Por lo tanto, se puede considerar que la teoria neoclésica es la mas
sistematica y rigurosa de las ciencias sociales y es el punto de inicio ne-
cesario para entender no so6lo el crecimiento econdémico, sino también
otros aspectos de la economia y la sociedad. Pero hay que enfatizar que
esta concepcion tedrica es solo eso, un punto de partida; es el comienzo
y no el fin del andlisis. Los modelos formales s6lo contribuyen a expli-
car la mecanica del crecimiento econdémico y tienen que ser comple-
mentados con otros analisis fuera del ambito de la ciencia econdmica, si
se quiere entender cabalmente un problema fundamental de la realidad
social, como el crecimiento econoémico.
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5.2. El formalismo de la teoria economica y de los modelos
de crecimiento

Se piensa que la ciencia econdmica se ha vuelto demasiado formal y
abstracta. Lo mismo se piensa del area del crecimiento econémico. En
gran medida se considera que el estudio de la economia como el de-
sarrollo de modelos formales se ha vuelto irrelevante para entender y
resolver los problemas econdmicos y sociales.

(Por qué la ciencia economica siguid esa ruta? Posiblemente porque
quiso ser una ciencia social semejante a la matematica. Esto la condujo
a la modelacion de esa indole, y a la resultante exaltacion de la técnica
y de la elegancia formal. Esta ciencia social se convirtié en una clase
de matematicas sociales que emplea palabras tales como agente repre-
sentativo, bien, preferencias, precio, mercado. Parece economia, pero la
mayoria de las relaciones son de tipo matematico; todas las inferencias
son obtenidas matematicamente y poca atencion se da a si esas varia-
bles, conceptos o relaciones funcionales tienen alguna semejanza con
una observacion del mundo real.

No se trata de estar en contra de la modelacion ni de la matematica.
Estas pueden ser un instrumento muy util, pero no como un fin en si
mismas. La tendencia de la economia hacia el formalismo ha tenido sus
consecuencias. Se sobrevalora la forma en detrimento del contenido y
del argumento. Se atiende solo a la forma en que una teoria econdmica
o hipdtesis es presentada, y no se atiende casi nada al contenido de la
hipdtesis.*®

Por lo que respecta a los modelos es importante realizar algunos se-
nalamientos. Un modelo econdémico formal puede definirse como un
instrumento intelectual que puede ser usado para explicar una variable
o un evento particular, como es el caso de los modelos de crecimiento

36 Blaug (1998).
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economico.”’ Son una abstraccion basada en una teoria econémica. Este
tipo de modelo contiene algunas variables endogenas cuyos valores
(precios o cantidades) estan determinados l6gicamente dentro del mis-
mo. La explicacién de un evento también requiere variables exdgenas
y uno o mas supuestos de comportamiento que conectan las variables
endogenas y exogenas. El supuesto de comportamiento central es que
los agentes individuales son racionales y estan buscando siempre satis-
facer sus propios intereses economicos. Las variables exogenas son las
condiciones iniciales que determinan el valor de las variables endoge-
nas. Esas variables independientes son externas al modelo; ellas pueden
incluir un cambio en las preferencias del consumidor, la innovacion
tecnologica y mas factores.

Los modelos definen el area de conocimiento de la economia. Si no
hay un modelo disponible para explicar un fenémeno particular, éste
es de poco interés para los economistas neoclasicos sin importar su re-
levancia para el mundo real. Los modelos juegan un papel selectivo
crucial en la determinacion de lo que se elige analizar. Por ejemplo, si
una teoria no puede ser expresada a través de un modelo formal que, al
menos en principio, permita comprobarla, entonces no sera de interés.
Esto significa que muchas ideas y teorias que pueden explicar asuntos
econdmicos son ignoradas en favor de ideas que pueden ser probadas.
Esta tendencia conduce a sefialar que la teoria econémica, que incluye
la teoria del crecimiento econémico, carece de relevancia. Sin embargo,
los economistas neoclasicos no dudarian en responder que ellos preferi-
rian ser irrelevantes que estar equivocados.

Por otro lado, un modelo se construye para una situacion especifica,
y como las situaciones pocas veces son iguales, es dificil saber si el
modelo es aplicable y si puede predecir o explicar el resultado de una
situacion particular. Ademas, ya que todas las teorias econdmicas son

37 Esta observacion critica y las que siguen se apoyan parcialmente en Gilpin (2001: 47-76).
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parciales, la utilidad de los modelos estd severamente limitada. Asimis-
mo, el asunto se complica si se tiene que trabajar con un gran nimero
de variables que obligue a usar supuestos simplificadores.

Aunque los economistas neocléasicos reclaman que la economia es
una ciencia objetiva igual que la fisica, actualmente estd construida so-
bre supuestos normativos o juicios de valor aceptados por la mayoria de
los economistas convencionales. Esos supuestos influencian la eleccion
de temas que los economistas estudian y las respuestas que aceptaran.
Estos juicios de valor frecuentemente juegan un papel importante en la
determinacion de cual modelo se acepta o se rechaza. De esta manera,
los supuestos normativos algunas veces influencian las prescripciones
de politicas.

Conclusiones

El problema del crecimiento econdmico es complejo porque involu-
cra multiples aspectos, no s6lo de caracter econdmico, sino también
de caracter politico, cultural, geografico, historico e inclusive aspectos
circunstanciales o estocasticos. Esta complejidad se acentua al observar
el gran numero de teorias y modelos que se han propuesto; y al no exis-
tir, por tanto, un consenso acerca de los determinantes del crecimiento.
Esto ultimo implica que no existe una teoria unificada que permita estu-
diar de forma conjunta los hechos relacionados con el crecimiento. No
obstante esta importante limitacion, si contamos con algunos marcos
teoricos que ofrecen respuesta a ciertas cuestiones generales o parti-
culares del crecimiento. Este es el caso de los modelos analizados en
la presente investigacion, que son un buen punto de partida, ya que su
énfasis en la acumulacion de capital, el desarrollo de capital humano,
el progreso tecnoldgico, la poblacion y la contaminacion, parecen ser
consistentes con los hechos.

Como se sefialo en esta investigacion, la formalizacién matematica
excesiva en el area del crecimiento econdmico puede afiadir otra com-
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plicacion a la comprension del crecimiento, ya que en muchas ocasio-
nes ese formalismo excesivo nubla la comprension de las ideas y las
hipdtesis, lo cual impide que se entienda cabalmente este fenomeno. En
este aspecto es importante sefialar que no se han cuestionado seriamen-
te los efectos que ha tenido la formalizacion matematica en las teorias
de crecimiento econdémico. ;Ha brindado el formalismo matematico
nuevas perspectivas sobre el crecimiento, o s6lo ha complicado un tema
que en si es dificil de comprender?

Por ultimo, nos permitimos indicar la direccion que seguira nuestra
investigacion en lo inmediato, ya que este documento aspira ser una
guia en el estudio del crecimiento. En la esfera de la mecanica del cre-
cimiento analizaremos a profundidad el modelo neoclésico. En lo que
corresponde a la esfera de los determinantes fundamentales, que subya-
cen a los determinantes inmediatos del crecimiento que se formalizan a
través de la construccion de modelos, investigaremos la relacion entre
los regimenes politicos y el crecimiento econdomico.
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Anexo

A. Solucion de la ecuacion fundamental de Solow-Swan

El cambio de variable que se utiliza para resolver la ecuacion funda-
mental de Solow-Swan es el siguiente:

v=k" (73)

Derivando la ecuacion (73) se obtiene:
v=(1-a)k ™k (74)
k= a k_ o v (75)

Si se reescribe la ecuacion (31) como:
E %k + (n+ o)k =s (76)

Entonces, se sustituye (73) y (76) en la ecuacion (31) se obtiene una
ecuacion diferencial lineal en términos de la nueva variable v(?):

of kY B
k <(1_a)y)+(n+5)u—s (77)
v(t)+(1—a)in+0)r(t) =s(1 —a) (78)
Al resolver la ecuacion (78)*® se obtiene:
__ S S —(1—a)(n+d)t
v(t) —— + <1/0 - 6)6 (79)
Con la condicion inicial:
vo = kg (80)
Volviendo a la variable original, la ecuacién (79) se transforma en:
l—a/py _ l-a S —(1—a)(n+d)t
g (t)_n+(5+<k0 n+6)e (81)

38 Ver Shone (2009: 35-37).
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Elevando (81) por =5 se obtiene la solucion general de la ecuacion fun-
damental de Solow-Swan:

1

11—«

_ S l—a _ 5 \ —(1—a)(n+o)t
H0) (n+5+(k0 ) ) (82)

B. Demostraciones

Demostracion 2.1 Para la demostracion se utiliza el siguiente teore-
.39
ma:

Teorema 2.1 (Teorema de Euler). Suponga que f = f(x ) es una funcion
dei =1, 2, .., nvariables y es diferenciable en xi € R, con derivadas
parciales denotadas por f |y es ademds una funcion homogénea de gra-
do m. Entonces: '

i=1

Por lo tanto, por el teorema de Euler y por las condiciones 1 y 2 se pue-
de expresar la funcion de produccion (1) como:
" OF
Y(t) = —Ki(t
(6= 3 5 1)
Pero, por la condicion de maximizacion de las ganancias (7(¢)) se tiene:

_OF
- OK;

w;(t)
Por consiguiente:

Y(t) = Z w; (1) K5 (t)

39 Acemoglu (2009: 29-30).
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Demostracion 3.1 Las condiciones 1 y 3 son suficientes para asegurar
la existencia de un solo estado estacionario determinado por k*. Asi-
mismo, como la funcién de produccion se puede escribir como funcioén
del capital per céapita, entonces la funcion de produccion solo tiene un
estado estacionario determinado por:

y' = f(k")
Por otra parte, la relacion entre el consumo per cépita y la produccion

per céapita se puede obtener facilmente al usar las propiedades descritas
en la condicion 3. Por lo tanto:

c(t) = (L= s)y(t) = (1 = s)f(k)

Entonces, en el estado estacionario el consumo per capita esta dado por:

c*(t) = (1 =) f(K")

Demostracion 3.2 Para la demostracion utilizamos el siguiente coro-
lario:*°

Corolario. Sea g: R — R una funcion continua y diferenciable. Supon-
ga que g(x*)=0y ademas g(x) < 0 para todo x>x*y g(x) > 0 para todo
x<x*. Entonces, el estado estacionario (x*) de la ecuacion diferencial
X(t)= g(x(t)) es asintoticamente estable, es decir, iniciando desde cual-
quier x(0), x(t) — x*.

Por lo tanto, sea g(k) = sf(k) — (n + 0)k(¢), entonces para todo kA>k*
tenemos que g(k) < 0y para todo k<k* se tiene que g(k) < 0. Por consi-
guiente, el estado estacionario, £*, de la ecuacion fundamental de So-
low-Swan k(t) = g(k(f)) es asintoticamente estable.

Demostracion 4.1 La argumentacion de la demostracion es igual a
la mostrada en la demostracion 3.1, solo que ahora las variables involu-
cradas estan definidas por unidad de trabajo efectivo.

40 Acemoglu (2009: 51-52).
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Demostracion 4.2 La argumentacion de la demostracion es igual a la
mostrada en la demostracion 3.2, solo que ahora la variable involucrada
es el capital por unidad de trabajo efectivo k.

Demostracion 4.3 Al definir el consumo por unidad de trabajo efectivo:
C(t)

‘0= 30Lm
y utilizando las definiciones (34) y (35) podemos volver a las variables
per capita k(7), y(¢) y c(¢) al notar que:

K(t) Y

() = Tay = ADKW, () = F5 = AV, ) = Fi5 = ADCO)

Si derivamos respecto del tiempo las anteriores expresiones y dividi-
mos entre k(?), y(?) y c(¢) respectivamente se obtiene:

ko) k@) T A ke Y
o) V) Aw) D)
)~ Y0 An v Y
¢ty Ct)  Al) C@)
on) e Taw “ew !

Donde g es la tasa de progreso tecnologico. Luego, considerando que

en el estado estacionario (K*, Y*, C*) las tasas de crecimiento de K, ¥
y C son nulas, se obtiene:

ORI TONI-()

O O O

Por lo tanto, en el estado estacionario el capital, la produccion y el con-
sumo per capita crecen a la misma tasa que el progreso tecnologico.
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Demostracion 4.4 La tasa de crecimiento del capital per cépita se ob-
tiene inmediatamente de la ecuacion (41):

@ =sA—n—-9

k(1)
La tasa de crecimiento de la produccion per capita se obtiene de la ecua-
cion (40) al dividir entre el trabajo (L(%)):

y(t) = Ak(1)

y posteriormente derivar respecto del tiempo y dividir nuevamente en-
tre la ecuacion de y(7):

ik _

y(t) k()

De la relacion (19) entre el consumo per céapita y la produccion per ca-
pita se obtiene la tasa de crecimiento del consumo:

A _ 00 _ g

ct)  y)
Por consiguiente, en el modelo de Solow-Swan, con una funcion tipo AK
existe una trayectoria de crecimiento balanceado donde el capital, la pro-

duccidn y el consumo per cépita crecen a una tasa constante determinada
por (sA —n — 9).

Demostracion 4.5 La solucion de la ecuacion (41) se obtiene inmediata-
mente por el método de separacion de variables:

%:(SA—n—é)k

dt
/CZC:/(SA—n—é)dt

Ink=(sA—n—-9)t+a
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Donde a es una constante de integracion. Tomando la exponencial en
ambos lados de la ecuacion se obtiene:

k(t) _ 6(5A7n75)t€a _ koe(sAfnftﬂt

Para el caso de la produccién per capita, de la ecuacion (40) se consigue
su trayectoria de equilibrio:

y(t) = Ak(t) = AkoelsA=o1

Demostracion 4.6 La demostracion es demasiado extensa para ser inclui-
da en este anexo. Para el lector interesado consultar Acemoglu (2009: 86-
88).

Demostracion 4.7 La demostracion hace uso del teorema de Hartman—
Grobman el cual permite establecer de forma local la estabilidad de los
puntos de equilibrio de un sistema dinamico. No obstante, la demostracion
para el caso del modelo de Solow-Swan con capital humano es dema-
siado extensa para ser incluida. Para el lector interesado puede consultar
Acemoglu (2009: 926-927) o para un tratamiento mas practico sobre la
utilizacién de métodos cualitativos para determinar el tipo de estabilidad
puede consultar Shone (2002, Capitulo 4) o Lomeli y Rumbros (2005,
Capitulo 5).
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